7 Konvexni mnoziny %

Motivace. Linedrni programovani (LP) fesi problém nalezeni minima (resp. maxima)
linearntho funkcionalu na jisté konvexni mnoziné. Z bohaté skaly tloh z této oblasti
jmenujme alespon dopravni problém, problém maximalizace zisku a problém minimalizace
vyrobnich naklad.

Zformulujme kanonickou dlohu LP:
Necht je ddna matice A € R™" kde h(A) = m < n. Dale necht ¢ € R" a beR™, Najdéte

min &’ &

z1

z2

pri splnéni tzv. podminek pripustnosti, tj. £ = [ . | vyhovuje podminkam:

Tn
AfzgaxiEOprokaidéiEﬁ.

Existuje-li optimélni feseni — tedy reseni, kdy se nabyva minima — pak lezi ve vrcholech
konvexniho mnohosténu (tj. konvexné nezavislych generatorech konvexniho obalu) uréeného
podminkami pripustnosti. Metody feseni tiloh LP si osvojite ve druhém roéniku v predmétu
Linearni programovani. (Za vsechny jmenujme alespon zndmou simplexovou metodu. Jeji
nazev je odvozen geometrického objektu, kterému rikame simplex a ktery si na konci
kapitoly pro zajimavost také definujeme. Ovsem pifimo se simplexy metoda pracuje jen ve

specidlnich ptipadech.)

V celé této kapitole bude V' znacit vektorovy prostor nad télesem T C R. K definici
konvexni mnoziny totiz potrebujeme pojem tsecka a ten méa dobry smysl pravé pro takova

télesa.

Definice 7.1. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht Z, 7 € V. Useckou

mezi body ¥ a  nazveme mnozinu:
{aZ+ By |a,BET, a+p=1, o3>0}
Poznamka 7.2. Uvedme ekvivalentni zapisy tsecky:
{aZ+B7|a,BET, a+B=1, a, >0} ={af+ (1 -a)j|a € (0,1)NT}

={y+al@—9)|aec(0,1)NT}.

7 posledniho zapisu je vidét, ze tsecku mezi body ¥,y ziskdame pri¢itanim a-ndsobkl
vektoru ¥ — i k vektoru ¢ pro a € (0,1). 3 TudiZ v R? odpovida tsecka tomu, co si pod

timto pojmem kazdy predstavi. Viz obrazek 14.

397mitime, Ze v soucasné literatufe je ¢astéjsi symbol [0, 1] pro uzavieny interval.
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7 KONVEXNI MNOZINY %

Obrézek 14: Usecka mezi body & a § v R

Je mozné uvazovat pouze prostory nad 7' C R, protoze po ¢islech z T' chceme, aby sla

porovnat s nulou (a > 0), coz pro komplexni neredlnd ¢isla nelze.

Definice 7.3. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7'a K C V. Mnozinu K nazveme

konvexni, pokud plati:
o K#19,
e K obsahuje s kazdymi dvéma body i tiseCku mezi nimi.

Poznamka 7.4. Kazda linedrni varieta je konvexni mnozinou, protoze s kazdymi dvéma

body obsahuje tisecku mezi nimi. Usecka je totiz podmnozinou spojnice.

Priklad 7.5. Konvexnimi mnoZinami v R? jsou kromé variet (bodt, pifmek, celého R?)
také kruhy, ¢étverce, obdélniky atd. Konvexnimi mnoZinami v R? jsou opét kromé variet

(bodti, ptimek, rovin a celého R?) také koule, krychle, kvadry atd.
S pojmem usecka tzce souvisi pojem konvexni obal.

Definice 7.6. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T" a 1, Zs, . . . , Ty jsou vektory z V.
Potom konvexni kombinaci vektort &, @5, . . ., Z; nazveme linearni kombinaci Zf;:l LT,
kterd splituje 2¢_ o = 1 a oy > 0 pro kazdé k € £. Mnozinu viech konvexnich kombinaci
nazyvame konvexnim obalem vektoru #p,%s,...,Z, a znac¢ime [Ty, T, ..., Z,. Plati
tedy:

4

[371,5527 e ,fe]n = {Z T,

k=1

‘
Zakzl, ap €T aakZOprokaidékeé}.
k=1

Poznamka 7.7. Primo z definice plyne, Ze konvexni obal dvou vektorii je roven tsecce

mezi nimi.
Souvislost konvexnich oballl a konvexnich mnozin je shrnuta v nasledujicich tfech vétach.
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Obrézek 15: Hvézda neni konvexni mnozinou v R2. Je vyznacena tisecka mezi body hvézdy,

kterd neni ve hvézdé obsazena.

Véta 7.8 (Konvexni obal je konvexni mnozina). Necht V je vektorovy prostor nad

télesem T a 1, T, ..., % jsou vektory z V. Pak K = [¥1,%s, ..., T, je konvexni mnoZina
a K obsahuje ¥y, %>, ..., T.
Diikaz. Analogie diikazu véty 6.7. O

Véta 7.9 (Konvexni mnozina obsahuje konvexni kombinace). Necht V' je vektorovy prostor
nad télesem T a K je konvexni mnozina ve V. Necht ¥y, T, ..., %, jsou vektory z K. Pak
plati:

[fl,fg, ce ,fg]ﬁ C K.
Slovy: ,,Konvexni mnozina obsahuje s libovolnymi svymi body i vSechny jejich konvexni
kombinace. “
Diikaz. Analogie dikazu véty 6.8. O

Véta 7.10 (Minimalita konvexniho obalu). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T
a ', Ts,..., Ty jsou vektory z V. Potom [¥,Zs, ..., T, je nejmensi konvexni mnozina (ve

smyslu inkluze) obsahujici body ¥y, Zs, . . ., Zy.

Diikaz. 7 véty 7.9 vime, ze kazda konvexni mnozina obsahujici body 'y, @, . . . , ©p obsahuje
také [Ty, s, ..., ZTs.. JelikoZ zéroven z véty 7.8 plyne, Ze [¥1,Zs, ..., 7. je konvexni

mnozina, mame dokazano, ze je to nejmensi konvexni mnozina obsahujici dané body. [

Poznamka 7.11. Podle véty 7.10 je feSenim tilohy najit minimalni konvexni mnozinu K,

kterd obsahuje vektory ¥, 2, konvexni obal K = [Z, ¥, Z],..
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7 KONVEXNI MNOZINY %

Priklad 7.12. Rozmyslete si, jak vypadaji konvexni obaly jednoho, dvou, tii, ¢tyt, péti
vektortt v R? a R3. Napiiklad K = [Z, 7, Z].., kde 7, ¥, Z jsou AN vektory, tvoii trojihelnik
s vrcholy Z, 4y a 2.

Reseni: JelikoZ jde o konvexni mnozinu, musi K obsahovat tsecky mezi 7 a ¢, 7 a Z, §
a Z. Dale musi K také obsahovat tisecky mezi body ze tii vyse uvedenych tsecek. Tudiz K
obsahuje trojuhelnik s vrcholy &, ¢, 7, viz obrazek 16. Jelikoz trojthelnik uz je konvexni

mnozina, nasli jsme nejmensi konvexni mnozinu obsahujici Z, ¥/, Z, tedy jsme nasli [Z, ¥/, Z]..

Obrézek 16: Konvexni obal t¥f AN vektort v R? je trojihelnik s vrcholy v danych bodech.

Posledni otazka, ktera by nas mohla v souvislosti se vztahem mezi konvexnimi mnozinami
a konvexnimi obaly napadnout, zni: ,Je kazda konvexni mnozina konvexnim obalem
néjakych vektoru?“ Odpovéd — na rozdil od linedrnich variet — zni: NE (nezavisle na
dimenzi V). Napiiklad v R?, jak si snadno rozmyslite, jsou konvexni obaly mnohothelniky.

Proto kruh jako konvexni obal koneéné mnoha vektor neziskame.

Definice 7.13. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a &y, T1,..., 7 jsou AN
vektory z V', k € Ny. Pak [%y, &1, . . ., Tk] . nazyvame k-simplexem s vrcholy 7y, 71, . . ., Zx.

Specialné nazyvame:

(a) [Zo]s bodem,

(b) [#o, 1]« tiseCkou,

(c) [Zo, @1, 7o), trojuhelnikem,
(d) [#o, 1, T2, T3, CtyFsténem.

Poznamka 7.14. Uvédomme si, Ze k-simplexy v R? odpovidaji nasi geometrické predstave
bodu, tsecky, trojuhelniku a ¢tytsténu.
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Definice 7.15. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a &y, T, . .., T, jsou vektory
z V, £ > 2. Rekneme, Ze jsou konvexné zavislé (KZ), pokud existuje index iy € /
tak, Ze @, € [¥1,..., %1, Tig11,---,ZTe)s- V opacném piipadé je nazveme konvexné

nezavislymi (KN). Jediny vektor je vzdy KN.

Piiklad 7.16. Zatimco v R? jsou nanejvys tii vektory AN, pro libovolné n € N lze najit
n KN vektorii. Napriklad vrcholy libovolného pravidelného mnohothelniku jsou KN.
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