
Lineárńı (ne)závislost

Z teorie je třeba znát pojmy: lineárńı kombinace (triviálńı, netriviálńı), lineárńı (ne)závislost,
lineárńı obal. Je nutné umět rozhodnout, zda má soustava lineárńıch algebraických rovnic řešeńı,
a pokud má, tak umět aspoň jedno naj́ıt. Neńı-li uvedeno jinak, uvažujeme těleso komplexńıch
č́ısel T = C.

1. [cvičeńı] Rozhodněte, zda soubor vektor̊u (~x1, ~x2, ~x3) z R3 je LZ nebo LN.
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2. [cvičeńı] Nechť (~x, ~y, ~z) je LN soubor vektor̊u z V nad T . Zjistěte, zda soubor (~x − 2~y +
~z, 4~x− ~y − ~z, 4~x+ 13~y − 11~z) je LZ nebo LN.

3. [cvičeńı] Nalezněte všechna α ∈ C, pro která je soubor vektor̊u z C3
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4. [cvičeńı] Nechť (~x1, ~x2, ~x3) je soubor vektor̊u z C3. Zjistěte, který z vektor̊u ~x a ~z lež́ı v[
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5. [cvičeńı] Nechť (~x, ~y, ~z) je LN soubor vektor̊u z V nad T . Zjistěte, který z vektor̊u ~u a ~v lež́ı
v
[
~x1, ~x2, ~x3

]
λ
, je-li

~x1 = −5~y + 4~z, ~x2 = ~x+ 2~y + 2~z, ~x3 = 2~x− ~y + 8~z, ~u = ~x+ 7~y − 2~z, ~v = 2~x− ~z.

6. [cvičeńı] Nechť (~x1, ~x2, ~x3) je soubor vektor̊u z R3 a ~x ∈ R3. Nalezněte všechny hodnoty
α ∈ R, pro které ~x ∈
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7. [cvičeńı] Nechť (~x, ~y, ~z) je LN soubor vektor̊u z V nad T . Označme Y = (~x+ 2~y+ 3~z,−~x+
α~z, ~x+ 2α~y + 8~z). Nalezněte všechna α ∈ T taková, že Y je LZ a vektor α~x+ 2~y + ~z lež́ı v
lineárńım obalu Y.

8. Připomeňme nejprve, že P3 je vektorový prostor polynomů stupně nejvýše 2 s přidáńım
nulového polynomu. Nechť ~x ∈ P3 a (~x1, ~x2, ~x3) je soubor vektor̊u z P3 tak, že pro každé
t ∈ C plat́ı

~x1(t) = 1 + t− 2t2, ~x2(t) = 7− 8t+ 7t2, ~x3(t) = 3− 2t+ t2, ~x(t) = 2 + 4t− t2.

Zjistěte, zda ~x ∈
[
~x1, ~x2, ~x3

]
λ
.

9. Nechť (~x1, ~x2, ~x3) je soubor vektor̊u z P5 takový, že pro každé t ∈ C plat́ı

~x1(t) = 1 + 4t− 2t2 + 3t3 + t4, ~x2(t) = 2 + 4t− 3t2 − 2t3 + 3t4, ~x3(t) = α+ βt+ γt2 + 11t4.

Zjistěte, pro jaké parametry α, β, γ ∈ C je soubor LZ.

Pro zaj́ımavost

1. Je následuj́ıćı soubor vektor̊u LZ

(

 1 + i
2i
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 2
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(a) v C3 nad C?

(b) v C3 nad R?

2. Uvažujme vektorový prostor šipek (zač́ınaj́ıćıch ve stejném bodě) v rovině. Co je lineárńım
obalem dvou vektor̊u, které lež́ı v jedné př́ımce? Co je lineárńım obalem dvou vektor̊u, které
nelež́ı v jedné př́ımce? Zamyslete se i nad lineárńım obalem dvou a tř́ı vektor̊u v prostoru.

3. Uvažujme vektorový prostor V reálných funkćı definovaných na intervalu (a, b), kde a, b ∈ R,
s operacemi definovanými bodově, tj. nechť f, g ∈ V a nechť α ∈ R, pak definujeme

(f + g)(t) = f(t) + g(t) a (α · f)(t) = α · f(t) pro každé t ∈ (a, b).

Uvažujme nekonečnou spočetnou množinu M = {e1, e2, e3, e4, . . . }, kde e1(t) = 1, e2(t) =
t, e3(t) = t2, e4(t) = t3 pro každé t ∈ (a, b). Čemu je rovna množina tvořená lineárńımi
kombinacemi všech soubor̊u tvořených konečně mnoha prvky z M .

4. Uvažujme vektorový prostor V reálných funkćı definovaných

(a) na intervalu (0, π),

(b) na množině {kπ
∣∣ k ∈ N}.

Ověřte, že (f, g) je LN soubor v př́ıpadě (a) a LZ v př́ıpadě (b), je-li f(t) = sin t, g(t) = cos t.

5. Nechť V je vektorový prostor nad R, kde V = (0,+∞). Pro každé α ∈ R a každé x, y ∈ V
definujeme x⊕ y = xy a α� x = xα. Rozhodněte, zda je soubor (x, y) LZ, pokud

(a) x = 1, y = 3,

(b) x = 2, y = 3,

(c) vektory x a y jsou zvoleny libovolně.
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Výsledky: Lineárńı (ne)závislost

1. (a) LZ, např. −~x1 − 5~x2 + 3~x3 = ~o.

(b) LN.

(c) LZ, např. −~x1 + 2~x2 + 3~x3 = ~o.

2. LZ, např. 8(~x− 2~y + ~z)− 3(4~x− ~y − ~z) + (4~x+ 13~y − 11~z) = ~o

3. LZ ⇐⇒ α = 0 ∨ α =
√

2 ∨ α = −
√

2

4. ~x ∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ, např. ~x = 3~x1 − ~x2
~z 6∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ

5. ~u ∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ, např. ~u = 3~x2 − ~x3
~v 6∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ

6. (a) ~x ∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ ⇐⇒ α = 1

(b) ~x ∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ ⇐⇒ α 6= −2

(c) ~x ∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ vždy.

(d) ~x 6∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ nikdy.

7. LZ ⇐⇒ α = 2 ∨ α = −4, ale jen pro α = 2 lež́ı vektor α~x+ 2~y + ~z v lineárńım obalu Y.

8. ~x 6∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ.

9. LZ pro α = 8, β = 20, γ = −13.

Pro zaj́ımavost:

1. (a) LZ např. −2
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(b) LN, neboť neexistuje reálné řešeńı př́ıslušné homogenńı soustavy.

2. Pokud vektory stejného směru umı́st́ıme do jediného bodu, vyplńı lineárńı kombinace př́ımku
procházej́ıćı t́ımto bodem, pokud maj́ı směry r̊uzné, vyplńı celou rovinu.

V prostoru vyplńı př́ımku resp. rovinu procházej́ıćı t́ımto bodem, resp. vyplńı celý prostor.

3. Množina je totožná s P.

4. α� x⊕ β � y = o⇐⇒ xαyβ = 1
a) LZ zd̊uvodněńı např. “soubor obsahuje nulový vektor”
b) LZ zd̊uvodněńı např. “3 = 2log2 3 ⇐⇒ 3 = log2 3� 2”.

5. vždy LZ zd̊uvodněńı např. “dim V = 1, neboť V má jednočlennou bázi např. e (nakreslete
si graf ex). Každý v́ıcečlenný soubor je tedy LZ”.
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