Vektorovy prostor

Z teorie je tfeba znét: definici télesa a vektorového prostoru nad 7' (pro T = C hovoiime o kom-
plexnim vektorovém prostoru, pro 7' = R o redlném vektorovém prostoru), vlastnosti vektorového
prostoru plynouci bezprostiedné z definice. Daéle je tfeba znat pojmy: vektor, matice, polynom
(predpokldda se také zdkladni znalost teorie polynomu!).

1. [cvi€eni] Necht V je mnozina uspofddanych dvojic redlnych éfsel, tj. V = { <i1> ‘ x1,xo € R},
2

téleso T'=R. Prokazdé a € Ra & = ( 1 > eV, y= < Zl ) € V definujeme
2

Ukazte, ze V' s takto definovanymi operacemi je vektorovym prostorem nad R. Znacime jej
R2.

2. Zobecnéni ptikladu 1.: pokud n je pfirozené &islo, T je téleso, V' je mnozina uspofadanych
n-tic ¢isel z télesa (budeme je zapisovat do sloupci), tj.
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a operace jsou definovany po slozkach,
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tj. pro kazdé a € T a pro kazdé @ = ) €V akazdé b= : € V definujeme
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pak V' je vektorovym prostorem nad 7. Znacime jej T™. Nejcastéji budeme pracovat s C"
nebo R™.

3. Necht T je téleso. Uveédomte si, ze pak T = T tvoii vektorovy prostor nad T'. Specialné C je
komplexnim vektorovym prostorem, R je redlnym vektorovym prostorem, Q je vektorovym
prostorem nad Q.

4. Necht n je pfirozené &fslo, T je téleso. Rozmyslete si, ze pokud TV C T a T" je téleso, pak T
tvor{ vektorovy prostor nad T”. Specialné C" je vektorovym prostorem nad R i nad Q, R
je vektorovym prostorem nad Q. Pozor! Naopak to neplati: R™ neni vektorovym prostorem
nad C, Q" neni vektorovym prostorem nad C ani nad R.

5. [cvigeni] Necht V je mnozina usporadanych dvojic redlnych &fsel, téleso T = R. Pro kazdé

aERakaZdéf(xl > 6V,ﬁ<y1)€Vdeﬁnujeme
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Je V' s takto definovanymi operacemi vektorovym prostorem nad R?

. Necht V je mnozina kladnych redlnych ¢isel, tj. V = {z > 0 ’ x € R}, téleso T = R. Pro

kazdé o € R akazdé Z, g €V (tj. T=2 > 0,4 =y > 0) definujeme THF =2y a a © T = x°.
Je V s takto definovanymi operacemi vektorovym prostorem nad R?

x
[cvigeni] Necht V je podmnozina C? slozend z vektori x; , pro které plati:
3
(a) x1 €R,
(b) 21 =0,
(¢c) 21 =0Vay =0,
(d) 1 +x2 =0,

X1 +£U2:].,

Tr1 = Ty /\I17é5637

—_

vSechny slozky jsou realné,
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Ty = T2,
r1 # T2,
1 + 223 =0,
(k) 1 +2z3 = 1.
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Kterd z téchto mnozin je pti zachovan{ operaci v C? (tj. séitdn{ vektorii a ndsoben{ vektoru
komplexnim ¢islem po slozkdch) vektorovym prostorem nad C?

Necht T je téleso. Analogicky jako v pifkladu 2. se ovéii, Ze mnozina matic rozméru m x n
s prvky z T s operacemi definovanymi po slozkach tvoii vektorovy prostor nad T

Necht V je podmnozina R?? tvoiens

(a) tzv. symetrickymi maticemi, tj.

Vo= {0 e | 11, az €R, a1z = az },
22
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(b) tzv. diagonalnimi maticemi, tj.

V = {(aél 022) |a117 a99 ER}.

Zjistéte, zda V je vektorovym prostorem nad R.

Necht P je mnozina polynomi s operacemi definovanymi bodové, tj. pro kazdé a € C a kazdy
polynom x € P a y € P definujeme

(x+y)(t) =z) +y(t) a (a-2)(t) = a-x(t) pro kazdé t € C.
Ovétte, ze P tvori vektorovy prostor nad C.

Necht n € N. Ovéite, ze také mnozina P,, tvofend polynomy stupné nejvyse n — 1 a nulovym
polynomem (jeho stupen neni definovdn) nad télesem C tvoii vektorovy prostor (operace
definovany jako v pfedchozim piikladu).



Zapamatujte si

Nejdulezitéjsi priklady vektorovych prostort: 7" nad télesem T', T"™ nad télesem T', vektorovy
prostor polynomu P nad télesem C, vektorovy prostor polynomu P,, stupné nejvyse n—1 s pridanim
nulového polynomu nad télesem C.

Pro zajimavost

1. Uvazujme mnozinu V redlnych posloupnosti s operacemi definovanymi po slozkach, tj. necht
a = (ap)nen a b = (bp)nen jsou redlné posloupnosti a a € R, pak definujeme

a+b=(an+bp)nen a a-a= (- ap)nen-
Pak V je vektorovym prostorem nad R.

(a) Podmnozina tvofend posloupnostmi s nulami na prvnich deseti mistech tvoif vektorovy
prostor nad R.

(b) Podmnozina tvofend posloupnostmi s prvnim mistem nenulovym, tj. posloupnostmi a
s a1 # 0, netvoii vektorovy prostor nad R.

(¢) Podmnozina tvotrend posloupnostmi s koneénym poétem nenul tvoi{ vektorovy prostor
nad R.

(d) Podmnozina tvorend posloupnostmi s nekoneénym poétem nul netvoif vektorovy prostor
nad R.

(e) Podmnozina tvofend posloupnostmi s nulovou limitou tvoii vektorovy prostor nad R.

(f) Podmnozina tvofend konvergentnimi posloupnostmi s nenulovou limitou netvoii vek-
torovy prostor nad R.

2. Uvazujme mnozinu V redlnych funkei definovanych na intervalu (a,b), kde a,b € R, s opera-
cemi definovanymi bodové, tj. necht f,g € V a necht o € R, pak definujeme

(f+o@)=ft)+9(t) a (a-f)t)=a-f(t) prokazdéte€ (a,b).
Pak V je vektorovym prostorem nad R.

(a) Podmnozina tvofend omezenymi funkcemi tvoii vektorovy prostor nad R.

(b) Podmnozina tvofend funkcemi s tzv. konetnym nosicem, tj.
{f : (a,b) = R | existuje konecnd X C (a,b) takovd, ze f(x) = 0 pro kazdé z € (a,b) \ X},

tvori vektorovy prostor nad R.

(¢) Podmnozina tvofend polynomy s redlnymi koeficienty tvoii vektorovy prostor nad R.

Vysledky: Vektorovy prostor
1. Je tfeba provérit: a) uzavienost vuci operacim b) axiomy
2. Viz prednéska.

3. Staéi si uvédomit, ze jediny rozdil mezi prvky télesa T' a vektorového prostoru 7 je ten,
ze v prvnim piipadé jsou to realnd ¢isla a v druhém realna ¢isla v zavorkach.

4. Stadi zkontrolovat uzavienost. Axiomy platit musi.

5. Neni vektorovy prostor.
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(a) Neplati napi. axiom o ndsobeni jednickou.

(b) V prostoru neexistuje nulovy vektor.

V' je vektorovy prostor nad R.

Stagi provéfovat uzavienost. Vektorové prostory nad C jsou (b), (d), (h), (j)-
Viz prednaska.

a,b) Jsou to vektorové prostory. Sta¢i provérit uzavienost, protoze axiomy byly provéfeny v
R2:2,

Viz prednéska.

Viz prednéska.



