
Sumy a produkty, Matematická indukce

Daľśı př́ıklady najdete ve sb́ırce Pelantová, Vondráčková: Cvičeńı z matematické analýzy.

Sumy a produkty

Z teorie je třeba znát:

1. Je-li a1, a2, . . . , an posloupnost č́ısel (obecně komplexńıch), pak suma je zkrácený zápis
součtu

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an

a produkt je zkrácený zápis součinu

n∏
k=1

ak = a1 · a2 · · · · · an.

2. Meze v sumě a produktu mohou být libovolná celá č́ısla. Např.

3∑
k=−2

k = (−2) + (−1) + 0 + 1 + 2 + 3,

3∏
k=−2

k2 = 4 · 1 · 0 · 1 · 4 · 9.

3. Je-li horńı mez menš́ı než dolńı, pak jde o prázdnou sumu, resp. prázdný produkt. Definujeme
je následovně: Je-li a, b ∈ Z, b < a

b∑
k=a

ak = 0 prázdná suma je rovna 0,

b∏
k=a

ak = 1 prázdný produkt je roven 1.

4. Ověřte a zapamatujte si:
posouváńı meźı

n∑
k=1

ak =

n−l∑
k=1−l

ak+l pro každé l ∈ Z,

záměnu sum
n∑

j=1

n∑
k=j

aj,k =

n∑
k=1

k∑
j=1

aj,k,

vytýkáńı konstanty K
n∑

k=1

(K · ak) = K ·
n∑

k=1

ak,

n∏
k=1

(K · ak) = Kn ·
n∏

k=1

ak.
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1. [cvičeńı] Rozepǐste a vypočtěte následuj́ıćı sumu a produkt

5∑
i=−1

i3 a

3∏
i=0

1

i+ 1

2. [cvičeńı] Doplňte mez a členy sumy, resp. produktu tak, aby se výsledek nezměnil

5∑
i=−1

i3 =

?∑
i=2

? a

3∏
i=0

1

i+ 1
=

?∏
i=−21

?

5∑
j=−1

j3 =

100000∑
i=?

? a

3∏
i=0

1

i+ 1
=

−10∏
k=?

?

3. [cvičeńı] Vypočtěte následuj́ıćı sumu a produkt

4∑
i=−1

2 a

4∏
j=−1

2

4. Vypočtěte následuj́ıćı sumy

(a) [přednáška]
n∑

k=1

k

(b) [přednáška]
100∑
i=1

(i− 10)

(c) [cvičeńı]
20∑
i=1

(3i− 7)

(d) [cvičeńı]
5∑

i=1

6∑
j=2

(1 + i)(2 + j)

5. [přednáška] Využijte znalosti
∑n

k=1(k + 1)3 −
∑n

k=1 k
3 k výpočtu

n∑
k=1

k2

6. [cvičeńı] Nechť a1, a2, . . . , an jsou členy aritmetické posloupnosti, tj. existuje d ∈ R takové,
že ak+1 − ak = d pro každé k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Jak vypadá člen an zapsaný pomoćı členu
a1? Jak se dá psát

∑n
k=1 ak pomoćı a1 a an?

7. [přednáška] Určete součet geometrické posloupnosti, tj.
∑n

k=0 q
k.

8. Vypočtěte následuj́ıćı sumy

(a) [přednáška]
10∑
k=1

2k
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(b) [cvičeńı]
n∑

k=1

2k

32k+1

9. [přednáška] Vypočtěte následuj́ıćı sumu, uvažujte zvlášť n sudé a n liché

n∑
k=1

(−1)kk

10. [přednáška] Vypočtěte následuj́ıćı sumu pomoćı převedeńı na rozd́ıl sum

n∑
k=1

1

k(k + 1)

11. Vypočtěte pomoćı záměny sum
n∑

j=0

n∑
k=j

(
k
j

)
12. [cvičeńı] Vypočtěte následuj́ıćı produkty

(a)
n∏

k=1

(
1 +

1

k

)
(b)

n∏
k=1

2k
√

2

(c)
n∏

k=1

sin(
kπ

n
)

(d)
n∏

i,j,k=1

ijk

(e)
n∑

k=0

k∏
i=1

i− n− 1

i

Matematická indukce

Jde o následuj́ıćı vlastnost přirozených č́ısel:
Předpokládejme:

1. n0 je přirozené č́ıslo.

2. Nějaké tvrzeńı plat́ı pro n0.

3. Plat́ı-li tvrzeńı pro n ∈ N, n ≥ n0, pak plat́ı také pro n+ 1.

Pak dané tvrzeńı plat́ı pro všechna přirozená č́ısla věťśı nebo rovna n0.
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1. Dokažte, že pro všechna přirozená č́ısla plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı

(a)
n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1

(b)
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

(c)
n∑

k=1

k · k! = (n+ 1)!− 1

(d) [přednáška] Vzorec vhodný k zapamatováńı

an − bn = (a− b)
n−1∑
k=0

akbn−1−k

(e) [cvičeńı] Vzorec vhodný k zapamatováńı (binomická věta)

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k

(f) [cvičeńı] Vzorec vhodný k zapamatováńı (Moivreova věta)

(cosϕ+ i sinϕ)n = (cosϕn+ i sinϕn)

2. [přednáška] Dokažte, že pro každé n > 1 plat́ı

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n− 1
+

1

2n
>

13

24

3. Pro která n ∈ N plat́ı 2n > 2n+ 1 a pro která 2n > n2? Dokažte.

4. Dokažte, že pro všechna přirozená č́ısla plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı

n! ≤
(
n+ 1

2

)n

5. Dokažte, že 11n+1 + 122n−1 je pro každé n ∈ N dělitelné č́ıslem 133.

6. Představte si, že naše bankovky jsou v hodnotách mocnin 3, tj. 1 Kč (1 = 30), 3 Kč, 9 Kč,
atd. Přijde-li k nám údržbář, pak ať chce za opravu pračky jakoukoliv (celou) částku, jsme
schopni mu ji zaplatit – za předpokladu, že jak on tak my máme od každé bankovky 1 kus.
Dokažte.

Výsledky: Sumy a produkty

1. 224 a 1
24
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2.
8∑

i=2

(i− 3)3 a

−18∏
i=−21

1

i+ 22

100000∑
i=99994

(i− 99995)3 a

−10∏
k=−13

1

i+ 14

3. 12 a 64

4. (a) nn+1
2

(b) 4050

(c) 490

(d) 600

5. n(n+1)(2n+1)
6

6. an = a1 + d(n− 1) a n
2 (a1 + an)

7. qn+1−1
q−1 pro q 6= 1 a n pro q = 1

8. (a) 211 − 2

(b) 2
21 (1−

(
2
9

)n
)

9. n
2 pro n sudé a −n+1

2 pro n liché

10. n
n+1

11. 2n+1 − 1

12. (a) n+ 1

(b) 21−2−n

(c) 0

(d) (n!)3n
2

(e) 0 pro n ≥ 1 a 1 pro n = 0
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