Sumy a produkty, Matematicka indukce

Dalsi priklady najdete ve sbirce Pelantova, Vondrackova: Cviceni z matematické analyzy.

Sumy a produkty
7 teorie je tfeba znéat:

1. Je-li a1,aq,...,a, posloupnost ¢isel (obecné komplexnich), pak suma je zkriceny zapis
souctu

Star=ar+ay++ay
k=1

a produkt je zkraceny zapis souc¢inu

2. Meze v sumé a produktu mohou byt libovolna cela ¢isla. Napf.

3
D k=(-2)+(-1)+0+1+2+3,
k=-2

3
H =4-1-0-1-4-9.
k=—-2

3. Je-li horni mez mensi nez dolni, pak jde o prazdnou sumu, resp. prazdny produkt. Definujeme
je nasledovné: Je-lia,beZ, b<a

E ar =0 prazdna suma je rovna 0,
k=a
b
ap =1 prazdny produkt je roven 1.
k=a
4. Ovéfte a zapamatujte si:
posouvani mezi
n n—I
E ap = apy; pro kazdél € Z,
k=1 k=1—1
zAménu sum
n n n k
jk = E :aj,kv
j=1k=j k=1j=1

vytykani konstanty K



. [cviéeni] Rozepiste a vypoctéte nasledujici sumu a produkt

3

5 . 1
S8 a HZ+1

1=—1 1=0

. [cviéeni] Dopliite mez a ¢leny sumy, resp. produktu tak, aby se vysledek nezménil

5 ? 3 ?

2. #=).7 a =11
i=—1 i=2 i=o" i=—21
5 100000 3 ~10
2= 1 a =117
j=—1 i=? i=0 k="

. [cviéeni] Vypoctéte nédsledujici sumu a produkt

i?a ﬁQ

i=—1 j=—1
. Vypoctéte nasledujici sumy
(a) [prednaska)
k
k=1
(b) [predn&skal)
100
> (i —10)
i=1
(c) [cviceni]
20
> Bi-1)
i=1

(d) [cviEeni]

. [pFrednéska] Vyuzijte znalosti > p_, (k4 1)3 = S°7_, k3 k vypoctu
k=1 k=1

3

k2
k=1
. [eviéeni] Necht a1, as, ..., a, jsou éleny aritmetické posloupnosti, tj. existuje d € R takové,
7e a1 —ar = d pro kazdé k € {1,2,...,n — 1}. Jak vypada ¢len a,, zapsany pomoci ¢lenu

a1? Jak se dd psdt Y ,_, ar pomoci a; a a,?
. [pFfednaska] Urcete soucet geometrické posloupnosti, tj. > p_, ¢~
. Vypoctéte nésledujici sumy

(a) [pFednaska]

10
> 2
k=1



(b) [cviceni]

k=1

9. [pfednaska] Vypoctéte nasledujici sumu, uvazujte zvlast n sudé a n liché
> (1)K
k=1

10. [pfednéaska] Vypoctéte nésledujici sumu pomoci prevedeni na rozdil sum

n

11. Vypoctéte pomoci zdmény sum

12. [evi€eni] Vypoctéte nédsledujici produkty

(a)

(b)

1,5,k=1
n k
k=01=1

Matematicka indukce

Jde o nasledujici vlastnost ptirozenych ¢cisel:
Predpoklddejme:

1. ng je prirozené cislo.
2. Néjaké tvrzeni plati pro ng.
3. Plati-li turzeni pron € N, n > ng, pak plati také pro n + 1.

Pak dané tvrzeni plati pro vSechna ptirozend c¢isla vétsi nebo rovna ng.



1. Dokazte, ze pro vSechna pfirozena ¢isla plati nasledujici tvrzeni

(a)

i: 1 _n
kzlk(k—i—l) n+1

" nn+1)(2n+1)
k* =
2 ;

zn:k:-k:!:(n—kl)!—l

k=1

(d) [prednaska] Vzorec vhodny k zapamatovani
n—1
a’ — b = (a _ b) Z aFpr—1-Fk
k=0
(e) [cvi€eni] Vzorec vhodny k zapamatovani (binomickd véta)
=~ (n
n __ kin—k
(a+0b) —Z<k>a b
k=0
(f) [evi€eni] Vzorec vhodny k zapamatovani (Moivreova véta)
(cos +isinp)” = (cospn + isingn)

2. [prednéaska] Dokazte, ze pro kazdé n > 1 plati

1 n 1 n n 1 +1>13
n+1l n+2 2n—1  2n 24

3. Pro kterd n € N plati 2" > 2n + 1 a pro ktera 2" > n?? Dokazte.

4. Dokazte, ze pro vSechna ptirozend ¢isla plati nasledujici tvrzeni

ol < <n+1>
- 2

5. Dokazte, ze 11" 4+ 1221 je pro kazdé n € N délitelné &islem 133.

6. Predstavte si, Ze nase bankovky jsou v hodnotdch mocnin 3, tj. 1 Ké (1 = 3%), 3 K¢, 9 Kg,
atd. Pfijde-li k nam ddrzbai, pak af chce za opravu pracky jakoukoliv (celou) éastku, jsme
schopni mu ji zaplatit — za predpokladu, ze jak on tak my méame od kazdé bankovky 1 kus.
Dokazte.

Vysledky: Sumy a produkty

1
1. 224 a



10.

11.
12.

d(i-3)7° a
=2
100000
> (i —99995)°
1=99994
12 a 64
(a) nogt
(b) 4050
(c) 490
(d) 600
n(n+1)(2n+1)
6

an =a;+d(n—1)a g(ar +ap)

n+l_q

qq_l prog#lanprog=1

(a) 211 —2
() F1-(3)"

_n+4l

5 pro n sudé a pro n liché

2

==
2ntt ]

(a) n+1

(b) 2172_7L

(c) 0

(d) (nh)*

() Opron>1lalpron=0

—18

H 1
Z_:7212'—4—22
—10

1
o [ -
k=_132+14



