Kapitola 1

Vektorové prostory

1.1 Vektorovy prostor

Z teorie je tfeba znat: definici télesa a vektorového prostoru, vlastnosti vektorového prostoru
plynouci bezprostiedné z definice, pojmy vektor, matice, polynom (a zakladni znalost teorie
polynom1).

1.1.1

Necht V' je mnozina vSech uspoiddanych dvojic redlnych ¢isel, tj.

=16

téleso T=R. Pro kazdé ¥,y € V, a €T, ¥ = (f), y= (51) definujeme
2 2

- - [T+ - [ax
x+y—($2+y2) a ax—(a%).

Ukazte, ze V s takto definovanymi operacemi je vektorovym prostorem nad R a znaéime ho R?.

T1,T9 € R},

1.1.2
Necht n je piirozené &islo, T' je téleso, V mnozina vsech uspotradanych n-tic éfsel z télesa, tj.
Zy
T2
V= ||z €T prokazdéien p,

Tn

a operace jsou definovany po slozkach,

x Y1
. R . T2 | Y2 .
tj. prokazdé ¥,y e V,a e T, ¥ = Y= . | definujeme
Iy Yn



1+ Y1 axy
T2 + Yo axo

=

pak V je vektorovym prostorem nad télesem 7' a znacime ho T". Nejcastéji budeme pracovat
s C" a R"

1.1.3

Necht T je téleso. Uvédomte si, ze pak T' = T tvoif vektorovy prostor nad 7. Specidlné C
je komplexnim vektorovym prostorem, R je realnym vektorovym prostorem, Q je vektorovym
prostorem nad Q.

1.1.4

Necht n je piirozené éislo, T je téleso. Rozmyslete si, Ze je-li 7" C T a T" je téleso, pak T™ tvoii
vektorovy prostor nad 7", pii operacich definovanych po slozkéach. Specialné C" je vektorovym
prostorem na R i nad Q, R" je vektorovym prostorem nad Q. Pozor! Opacné to neplati: R"
neni vektorovym prostorem nad C, Q™ neni vektorovy prostor nad C ani nad R. Rozmyslete!

1.1.5
Nechf V' je mnozina vsech uspofddanych dvojic redlnych éisel, tj. V = il) 1, Ty € ]R}.
2
v 17 = = - T - y]_ .
Prokazdé 7,y eV, a e R, ¥ = TS definujeme
L2 Y2
a) T+y= (x2+y2>,0zx— ( 0 )
- [Tty 5 [ox

b) T+ y = < 0 ),ozx— <a:c2)'

Je mnozina V' s témito operacemi vektorovym prostorem nad télesem R?

1.1.6
T

Necht V je podmnozina vektorového prostoru C* slozend z téch vektort # = [ 2o | € C3, pro
T3

néz plati

a) r1 € R,



f) x1 =29 AN 11 # 3,
g) vSechny slozky jsou reélné,
h) @1 =z,
i) 1 # 13,
j) x4+ 223 =0,
) 1+ 2w3 = 1.

Ktera z téchto mnozin je pii operacich definovanych po slozkach vektorovym prostorem nad C?

1.1.7

Necht V je podmnozina vektorového prostoru polynomiu P sloZend z téch vektori x € P, pro
néz plati:

a) stupen z je roven nejvyse tiem,

-z(0) = =(1),

c) z(t) > 0prote (0,1),

b

e) stupen x je roven nule,

) 2
)
d) @(t) = 2(1 — t) pro kazdé ¢ € C,
)
f)

stupen x je vétsi nez tii nebo neni definovan.

Ktera z téchto mnozin V' je s operacemi zavedenymi jako v prostoru P vektorovym prostorem
nad C?

1.1.8

Necht n, m jsou pfirozend &fsla, T je téleso, V mnoZina vSech matic rozméru n x m s prvky
z T, tj.

X111 T12 T1im
L21  X22 Lom o
V=< X= x;; € T prokazdéien,jem,p,
Tn1 Tp2 Tnm
a operace jsou definovany po prvcich,
T11 T12 Tim Y11 Y12 Yim
. o ZTa1 X2t Tom Y21 Y22 Yam
tj. pro kazdé XY € V, a € T, X = ) , Y = .
Tnpl Tp2 Tnm Ynl Yn2 Ynm
definujeme
T11 + Y11 Ti2 + Y12 Tim + Yim QT Q1o QT
To1 + Y21 T2+ Y22 Tom + Yom QTo1 QLo QLo
X+Y= . a aX = ,
Tp1 + ynl Tn2 + ynZ Tnm + ynm ATp1 ATp2 ALpm
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pak V je vektorovym prostorem nad télesem 7T a znac¢ime ho T™™.

1.1.9

Necht V je podmnozina vektorového prostoru R?? slozend z téch vektort (in iu) € R??,
21 T22

pro néz plati:

a) T19 = 1,

b) 21’11 — 31321 + 5:1522 = 0,

@

) T11 # Too A T12 F# Tox,

o

) 9y je raciondlni,

) 99 je iraciondlni,

@

f) T11 + 21’21 = O V T12 + Tog = 2,
g) Top = x12 A T11, Toy € R, tj. symetrickymi maticemi,
h) z91 = 212 = 0 A 217, x99 € R, tj. diagondlnimi maticemi.

Ktera z téchto mnozin V je s operacemi zavedenymi jako v prostoru R*? vektorovym prostorem
nad R?

1.1.10
Necht V = C\{0}. Pro kazdé Z, 7€ V (tj. =2 € C\ {0}, =y € C\ {0}), @ € C definujme

a®OTZ=aua- .

Je mnozina V' s operacemi & a ® vektorovym prostorem nad C?

1.1.11

Necht V' je mnozina vsech polynomu. Pro kazdé z,y € V, o € C definujeme

Ety— nulovému polynomu, jsou-li x, y oba nenulové nebo oba nulové polynomy,
y nenulovému z nich v opa¢ném ptipadé,

(ax)(t) = - z(t) pro kazdé t € C.

Je mnozina V' s takto zavedenymi operacemi vektorovym prostorem nad C?

1.1.12
Necht V' = (0,400). Pro kazdé £, € V (tj. £ = = € (0,400),7 = y € (0,400)), a € R
definujme

a®T=zx%



Je mnozina V' s operacemi @ a ® vektorovym prostorem nad R?

1.1.13

Necht V' = {5}. Je mozno definovat ve V operace s¢itdni a nasobeni redlnym éislem tak, aby
V' byl vektorovym prostorem nad R?

1.1.14

Necht V' je mnozina vsech posloupnost{ komplexnich éfsel. Pro kazdé Z, 4 € V, o € C definujeme
(@ = {32 7= {y};2)

Je mnozina V' s takto zavedenymi operacemi vektorovym prostorem na C? Zjistéte, zda mnozina
vSech posloupnosti realnych ¢isel je s obdobné zavedenymi operacemi vektorovym prostorem
nad R.

1.1.15

Necht V' je mnoZina vSech posloupnosti redlnych ¢isel. Zjistéte, kterd z ndsledujicich podmnozin
mnoziny V je s operacemi zavedenymi v predchozim piikladé vektorovym prostorem nad R:

a) mnozina vSech omezenych posloupnosti,

b

mnozina vsech posloupnosti neomezenych shora,

mnozina vSech neomezenych posloupnosti,

(@]

¢}

mnozina vSech posloupnosti, které nemaji limitu,

f

)
)
)
d) mnozina vSech konvergentnich posloupnosti,
)
) mnozina v8ech monotonnich posloupnosti,
)

g) mnozina vSech klesajicich posloupnosti.

Pro zajimavost

1.1.16

Necht V' je mnozina vSech redlnych funkci definovanych na intervalu (a,b), které nabyvaji
hodnot v absolutni hodnoté nejvyse rovnych jedné. Pro kazdé f,g € V, a € R definujeme

a) (f+9)(t) = f(t) +g(t), (af)(t) = af (1) pro kazdé ¢ € (a,b),

b) (f +9)(t) = max{f(t),g(t)}, (f)(t) = 0 pro kazdé ¢ € {a,b),
. roa# 0 .y
) (f +)0) =min{ (). ). ()0 = 10 { T5° 870 pro e t € )

Zjistéte, kterd z mnozin V je s takto zavedenymi operacemi vektorovym prostorem nad R.



Vysledky

1.1.5/ a) ne, b) ne. pouze b),d),h),j). pouze b),d). pouze b),g),h). [1.1.10| ne.
1.1.11ne.|[1.1.12 ano. [1.1.13[ano. [1.1.14[ a),b) ano. |1.1.15| pouze a),d).|1.1.16| zadna

1.2 Linearni nezavislost

Z teorie je tieba zndt pojmy: linedrni kombinace (trividlni, netrividlni), linedrné (ne)zavisly
soubor (LN, LZ), linedrni obal. Je nutné umét rozhodnout, zda m4 soustava linearnich algebraickych
rovnic feseni, a pokud ma, tak umét aspon jedno najit. Neni-li uvedeno jinak, uvazujeme téleso
komplexnich ¢isel T = C.

1.2.1
Zjistéte, zda soubor vektorti (7, 75, 7'3) z R® je LZ & LN.
4 1 3
a) fl — 3 ) _»2 - 3 ) _)3 - 6 )
2 5 9
3 1 2
b) @1y =|1],2= 21, 73 = 31,
5 —2 —1
11 1 3
C) .fl = —4 y _’2 = 1 s fg = —2
-3 -3 1

1.2.2
Zjistéte, zda soubor vektorii (A, Ay, As, Ay) z prostoru C*? je LZ nebo LN, je-li:

2 3 1 4 -3 7 0 1
a“) Al_ (_1 _1>7A2_ (4 0)7A3_ ( 5 _1>7A4_ <1 _2)7
1 1 3 3 2 1 1 6
b) Al - (_3 _4)7 AQ - (7 2)7 A3 - (1 _1>7 A4 — (10 3>7
2 3 17 1 5) 3 1 0
c) Alz(_l 0>,A2=<1 1)7A3=(_3 _2),A4=(0 1).

Vysetiete LN souboru (Aq, Ay, Ag) z piikladu b).

1.2.3

Zjistéte, zda soubor vektoru (xy, zs, x3, x4) z prostoru P je LZ nebo LN, je-li pro kazdé ¢t € C:
a) 71(t) =3t — 1, 2o(t) = 5t, x3(t) =t + 8, m4(t) = > —t + 1,
b) m1(t) =3t — 1, 2o(t) = 5t, 23(t) =t + 8, 24(t) = > —t + 2,

¢) x1(t) =25+ 6, o(t) =2 + 12+t + 1, 23(t) = 26, w4(t) = 26> + 2t> —t + 8.



1.24

Zjistéte, zda soubor vektorii (¥, 75, ¥'3) z prostoru C? nad R je LZ nebo LN, je-li:

D L (1 L (1
— 1 7x2_ iaw?)_ 17
C(2-3\ L (1—=i\ . [ 6—11
S N R U TS L R G S V) b

Vysetiete LN tohoto souboru v prostoru C2.

a)

!

b)

8

1.2.5

Necht (x1, 79, 23) je soubor vektort z prostoru Ps, x1(t) = 1+t — 2t%, zo(t) = 7 — 8t + Tt%,
x3(t) = 3 — 2t +t* pro kazdé t € C. Zjistéte, zda x € [z, 72, 3]y, je-li pro kazdé ¢ € C:

a) x(t) = 5t — Tt?,

b) z(t) = 2+ 4t — %

1.2.6
. . . . 1+« 11—« 9

Naleznéte vSechna «, pro ktera je soubor vektoru 1—a) \14a z prostoru R* LN.

1.2.7
« 1 1

Naleznéte vSechna «, pro ktera je soubor vektoru 1], la], |1 z prostoru C* LZ.
0 1 «

1.2.8

Necht (7,7, Z) je LN soubor vektoru z prostoru V. Zjistéte, zda je LN nebo LZ soubor:

a) (4,7 +y, 7+ 2),

b) (Z+ 4,7 - ),

¢) (T4 y,2—y, T+ 2,7 — 2),

d) (Z+7,7+ 2§+ 2),

e) (¥ —2y+ 2,47 — § — 2,47 + 13y — 112)

f) (7,27,5 + 2),

g) (Z,§+2).



1.2.9
Naleznéte viechna o takova, aby soubor vektorti (A;, Ay, Az) z prostoru C*? byl LZ, je-li:

(270G m- (0

G T G R ()]

c) Alz(agj; 3),1&2(_33212313 —a—_g>’A2:<ai O‘_(l))
(2 w2 00) = (b )

Jaké podmince musi vyhovovat ¢isla «, 3, v, aby soubor vektoru (z,y, z) z prostoru Ps byl LN,
jeli z(t) = 1+ at + %, y(t) = 1+ Bt + %, 2(t) = 1 + vt + *t* pro kazdé t € C?

1.2.10

1.2.11
Necht (#, Zy, #3) je soubor vektorii z prostoru C?. Zjistéte, ktery z vektori & a 2’ lezi v [y, Ty, T3],
1 7 3 0 2
je—li:flz 1 ,fgz -8 ,53: —2 ,f: 5) ,Z: 4
—2 7 1 -7 -1

1.2.12

Necht (7,7,7) je LN soubor vektoru z prostoru V nad T. Zjistéte, ktery z vektoru @ a ¢ lezi
V [Ty, Zo, T3]y, je-lis @) = =By 4+ 42, ¥o = T+ 25+ 22, T3 =27 —§+ 82, 4 = &+ Ty — 22,
U=27—Z.

1.2.13

Necht (7}, T, #'3) je soubor vektori z prostoru R?. Naleznéte viechna o takové, aby x € [, T, T3]y,
je-li:

0 —1 2 2
a)fl— 1 ,_"2: 3 ,_"3: 2 ,f: —3,
1 2 —4 o
2 3 —1 I}
b) 1 =10],%=|3]|, 7= 1],7= 1],
4 3 -3 200+ 1
-1 1 -5 0
c) T = 2|, %= |1]|,735= 8|, 7=11],
1 2 3 Q
—1 -1 2 1
d) 7 = 21,7y = 11, 735=|7]|,7= 2
1 1 «Q —4



1.2.14

a) Dokazte, ze soubor vektoru (<x1) , (yl)) z prostoru T2 je LZ, prave kdyz 1y, = xoy;.

4o Y2
T Y1
b) Naleznéte nutnou a postacujici podminku pro linedrni zavislost souboru vektoru o |, | v
T3 Ys

z prostoru 17°.

1.2.15

Dokazte, ze soubor vektoru (Z,y) z prostoru V na télesem T je LZ, pravé kdyz existuje ¢islo
a € T takové, ze bud y = ax nebo x = ay. Vysvétlete, pro¢ vynechdnim jedné z rovnosti
vyrok neplati.

1.2.16

Necht (Z,7,7) je LN soubor vektoru z prostoru V nad T. Ozna¢me Y = (Z + 2y + 32, —F +
az, T+ 2oy + 87). Naleznéte vsechna o € T' takovd, ze ) a vektor ot + 2y + 2’ lezi v linedrnim

obalu Y.

1.2.17

Necht (1, Ty, T3) je soubor z Ps takovy, Ze pro kazdé t € C plati zy(t) = 144t — 2t> + 3> + ¢4,
To(t) = 2 + 4t — 3% — 2% + 3t 23(t) = a + Bt + 4> + 11t pro kazdé t € C.
Zjistéte, pro jaka «, B, v € C je soubor LZ.

Pro zajimavost

1.2.18
I+ 2
Je nésledujici soubor vektoru LZ 20, 2+2¢ a) v C* nad C? b) v C* nad R?
—1 —1—1
1.2.19

Uvazujme vektorovy prostor Sipek v roviné (zacinajicich ve stejném bodé). Co je linedrnim
obalem dvou vektoru, které lezi na jedné piimce? Co je linedrnim obalem dvou vektoru, které
nelezi v jedné piimce? Zamyslete se nad linearnim obalem dvou a tii vektorti v prostoru.

1.2.20

Necht (Z,7,7) je LZ soubor vektoru z prostoru V nad télesem T. Existuje vzdy ¢islo o € T
takové, ze néktery z vektoru &, 7/, 2’ je a-ndsobkem jiného z nich?

1.2.21

Necht (Z,4,7) je soubor vektoru z prostoru V takovy, ze soubory (Z,%), (%,2) a (,Z) jsou:
a) linedrné zavislé, b) linedrné nezavislé. Co lze fici o linedrni zavislosti resp. nezavislosti
souboru (7,7, Z)?



1.2.22

a) Necht (Z,7,7) je LN soubor vektort z prostoru V. Plyne odtud, ze soubory (Z, %), (%, 7) a
(¢, Z) jsou také LN?

b) Necht (Z,7, Z) je LZ soubor vektort z prostoru V. Plyne odtud, Ze alespon jeden ze souboru
(@9, (7.2) a (7,7) je také LZ?
1.2.23

Necht V je vektorovy prostor, ve kterém existuje dvojélenny LN soubor, i € V. Naleznéte
nutnou a postacujici podminku pro to, aby vyrok
(Ve V)(VZeV)((#,9) LZN(Y,Z) LZ = (Z,Z) LZ) byl pravdivy.

1.2.24
Necht (Z,#,Z) je LZ soubor vektoru z prostoru V' nad télesem T. Potom plati: Z # [Z, 9], =

—

(Ja € T)(Z = ay V § = a). Dokazte. Plati obrdcend implikace?

1.2.25

Necht (Z,7, Z) je LZ soubor vektort z prostoru V takovy, ze #+3+Z = 0. Potom [Z, §]x = [, Z]».
Dokazte.

1.2.26

Necht (#,...,7,) je soubor vektoru z prostoru V., ¥ € V, i € V takové, ze ¢ € [Ty, ..., Tn, Tz,
ale 7 ¢ [Z1,...,Z,]x. Potom Z € [Z4,...,%,, y]r. Dokazte.

1.2.27

Necht n > 2, (%, ..., %) soubor vektoru z prostoru C", (¢, . .., %) soubor vektoru z prostoru

C™ ! takovy, 7ze pro kazdé k € m se vektory & a g shoduji v prvnich (n — 1) slozkach. Jak4
je souvislost mezi LZ, resp. LN obou souboru?

1.2.28

Soubor vektoru (1,z) z prostoru redlnych ¢isel nad télesem raciondlnich ¢isel (s obvyklymi
operacemi) je LN, pravé kdyz x je iraciondlni ¢islo. Dokazte.

1.2.29
L1j
Necht Zi, ..., Ty jsou vektory z prostoru C", 1 <m < n, ¥; = : | pro kazdé j € m. Necht
Tnj
m
|z | > Z |zk;| pro kazdé k € m. Potom jsou vektory 1, ..., Z,, LN. Dokazte.
=Ltk

10



1.2.30

Uvazujme vektorovy prostor redlnych funkei definovanych na intervalu (a,b), kde a,b € R,
s operacemi definovanymi bodové, tj. necht f,g € V a necht o € R, pak definujeme

(f +9)(t) = f(t) + 9(t), (af)(t) = af (t) pro kazdé ¢ € {a,b)

Uvazujme nekonecnou spoc¢etnou mnozinu M = {ey, es, e3,...}, kde e1(t) = 1, ea(t) = t, e3(t) =
t2, eq(t) =t atd. pro kazdé t € (a,b). Cemu je rovha mnozina tvofend linedrnimi kombinacemi
vSech souboru tvotenych koneéné mnoha prvky z M?

1.2.31

Uvazujme vektorovy prostor realnych funkei definovanych na
a) intervalu (0, ),
b) mnoziné {kr|k € N}.

Ovéite, ze (f,g) je LN soubor v piipadé a) a LZ v piipadé b), je-li f(t) =sint, g(t) = cost.

1.2.32

Necht V' je vektorovy prostor nad R, kde V' = (0, +00). Pro viechna o € R a kazdé z,y € V
definujeme = @ y = 2y a a« © x = 2. Rozhodnéte, zda je soubor (z,y) LZ, pokud a) z = 1,
y=3,b)x=2 y=3,c)x,y libovolna kladn4 ¢isla.

Vysledky

[[.2.1]a) LZ, b) LN, ¢) LZ.[[.2.2]a) LN, b) LZ, ¢) LN , LN.[[.2.3a) LZ, b) LN, ¢) LZ.[T.2.4]a) LN,

1+
b) LZ,LZ.[1.2.5(a) ano, b) ne.|1.2.6/a # 0[1.2.7|1, — 2\/5. 1.2.8a),b),d),g) LN.[1.2.9/a) 41, b) -

2,1, ¢) libovolné, d) neexistuje. |1.2.10| navzajem ruznd. |1.2.11| x € [T, Zo, T3]x, 2 & |1, Ta, T3]
1.2.12| u € [#1, Ta, T3]y, v & [T, T, T3)a a) libovolné, b) neexistuje, ¢) « =1, d) o # —2.
1.2.14b) z1ys = Toy1 A T1y3 = T3Y1 A Tays = T3Ya nemusi LZ proa=2Va=—4,
ale jen pro o = 2 lezi vektor o + 2y + Z v linearnim obalu ). LZ pro a = 8, § = 20,

v = —13.]1.2.18|a) LZ, b) LN.[1.2.21}a) LZ, b) nic. [1.2.22]a) ano, b) ne. [1.2.23|y # 0'[1.2.24| ne
(@1, ..., Zm) LZ = (th, ..., Um) LZ.]1.2.30|P.[1.2.32|a) LZ, b) LZ.

1.3 Baze a dimenze vektorového prostoru

Z teorie je tteba znat pojmy: baze, dimenze, souradnice vektoru v bazi, standardni baze prostoru
™, T™" a P,.

Je tfeba umeét: vybrat bazi ze souboru generatort, doplnit LN soubor na bazi.

Neni-li uvedeno jinak, uvazujeme téleso komplexnich ¢isel T'= C. Obcas pouzijeme znaceni V,,
pro prostor V' s dimV =n

1.3.1

Necht (Z1,...,Z,) je soubor vektoru z prostoru V nad télesem T. Potom P = [#,..., %]\ je
vektorovy prostor nad télesem 7' (se zizenim operace @ na P X P a ® na T x P). Dokazte!

11



1.3.2

Vyberte ze souboru vektorti (1, ..., &,) z prostoru C* néjakou bazi P = [T}, ..., ]\ a urcete
dimP, jestlize

3 -1 3
o 0] . 21 o 6
a) n = 37 Ty = 0l 2 — 0l 3= 0l
0 1 3
2 4 -1 1
IO DT I (S IR NS 5
b) n = 47 l'l - 3 9 2 — 3 9 .1'3 _3 ) x4 _3 9
—1 -1 1 1
1 2 1 0
o 2 - 31 o 31 . 0
C)n:47x1_ 3|’ 2 — 4|’ 3= 6 y Ly = 01’
4 5 10 —1
1 2 1 1 0
- 01 - 1 . 1 o 21 . 1
d)n:5,x1: 01’ 2 = 1 , L3 = 1 y Ly = 3 , T = 2
-1 0 1 4 3
1.3.3
Vyberte ze souboru vektoru (xy,...,,) z prostoru P néjakou bazi P = [xq,...,x,]) a urcete

dimP, je-li pro kazdé t € C:

a) n =4, 21(t) = 2 —t + 32 + 12, 2o(t) = 1+ 2t + 3%, 23(t) = 1 — 8t + 6t° — Tt>, 24(t) =
342t —t2 4213,

b) n=5 x1(t) =3 —4t + 1>+ 2%, 15(t) = 5+ 26t — 9> — 12t x3(t) = 2 — 5t + 8* — 3t%,
w4(t) =2+ 3t — 42 + 17, w5(t) = 1+ 2t + 3% — 4¢3,

¢) n="5,21(t) =142t — 3t 2y(t) = =2+ 3t + 17, 23(t) = —1 + 12t — Tt*, 24(t) = =Tt + 5¢7,
z5(t) =3+t + 17

1.3.4

V zavislosti na parametru o € C urcete dimenzi nasledujiciho linearniho obalu souboru vektort

7z C*:

)
— = Q
>—t@“>—t|—
QP—\")—‘H

A

1.3.5

Necht (Aj, Ay, Az, Ay) 7 prostoru R*?. Urcete dim [A;, Ay, Az, Ay]\ v zdvislosti na parametru
a, je-li:
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1.3.6

Necht V' je vektorovy prostor nad T'. Necht (7,
a, pro které je soubor (¥ + ay — 2,24 — 2y +

—

y, Z) je bazi V nad T. Naleznéte vSechny hodnoty
Z,af + ) bézi V.

1.3.7

Necht (21,72, 73) je soubor vektori z prostoru Ps, x1(t) = 1 4 4t — 22 4+ 3t> + 1) 29(t) =
2 4 4t — 3t — 2% + 3t*, 13(t) = o + Bt + yt* + 11t* pro kazdé t € C. Urcete ¢isla o, 3,7 tak,
aby dim[zy, g, z3]) < 3.

1.3.8
Necht (Zy,..., &) je soubor vektoru z prostoru V. Naleznéte nutnou a postacujici podminku
pro to, aby z ného bylo mozno vybrat jedinou bézi [¥1,. .., Zk]x.
1.3.9
Naleznéte viechny hodnoty parametru o tak, aby soubor vektorii z prostoru C* byl bazi C?
1 1
a) 1], ol |,
1 o?

o 1 a?—1
b) l+al,|—a+a?]|, 20 | |,
o2

0\ [a\ [0
o) lal,la],|1]],

a 1 o

0\ /1\ /[« o
A 1], (o], [1],[1+a?

1 0 2 1
1.3.10
Necht (74, ..., Z,) je soubor z prostoru V,,, ktery je bud linedrné nez4visly nebo generuje prostor

V,.. Potom je bazi V,,. Dokazte.
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1.3.11
Dokazte:

1. Kazda baze prostoru R" je bazi prostoru C".

2. Kazd4 baze prostoru C", jejiz vektory jsou z prostoru R", je bazi prostoru R".

1.3.12

Necht (Z), T, #'3, T4) je soubor vektorii z prostoru C* nad R. Urcete dim[Z), Ty, &3, T4]y, je-li:

) 7 = 144\ . (=441 - (=149 . (2-3i
V=) a5 )BT 125 )T 144)
3420\ - (2-4\ . [ 3+4\ . [(1-2i
o3 )T \3i )BT\ o5 )T 1430 )
(3 (244 L (1-4\ .
L= \aq2 )27 o )BT 1) ™7 ‘
1.3.13

Necht V je vektorovy prostor nad R, V = (0, +00). Pro kazdé Z, 5 € V (tj. £ = x € (0, +00),7 =
y € (0,400)), a € R definujme Td ¢y =z -y a © T = x*. Najdéte dimenzi a bézi V.

8y

b)

1

—_

1

!

c)

—_

1.3.14
Naleznéte v prostoru R* dveé béze tak, aby nemély zadny spoleény vektor, pficemz jedna béze
1 1 1 1
0 1 N 1 1
bude obsahovat vektory ol lol® druha baze vektory R
0 0 0 1
1.3.15
1 1 3
) — — — . o 4 — 2 — 0 — _]_
Necht (7,9, 73) je soubor vektoru z prostoru C*, ¥} = sl = T = 5
4 0 2
Naleznéte bazi [, 7y, 3]y, kterda obsahuje:
1 1 1 -1
I ) L |1 I O 3
a) vektor ¥ = L b) vektor & = e c) vektory ¥ = o | 9= 5
—6 1 2 2

1.3.16

Necht € = (ey, €9, €3) je standardni béaze prostoru Ps, (z,v, z,u) soubor vektoru z Ps,
v(t)=1+t+t% yt) =t +t* 2(t)=1—t, u(t) = 1+t pro kazdé t € C.

a) Ktery z vektoru béze £ lze nahradit 1) vektorem z, 2) vektorem y, 3) vektorem z, abychom
dostali bazi Ps?

b) Ktery z vektoru souboru (ey, z,u) lze nahradit vektorem ey, abychom dostali bazi P57
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1.3.17

Necht X = (¥, 25, T3) je soubor vektorii z prostoru C*, ¥ € C?. Dokaite, ze X je baze C* a
naleznéte (¥)y, je-li:

1 1 0 1
a) flz 1 7_»2: 2 7_)3: 0 7:?: 0 )

1 1 1 4

1 0 2 1
b)fl_ 0 7_’2: 1 7_»3: 3 7:?: -3 )

1 0 4 -3

3 -5 7 11

C)fl— 1 7_’2: 2 ,l_"g— 3 ,f: -8 s

-3 -1 4 —4

1 0 1 141
d) Zy=1i],de=|i|,735= 11,7= 1

0 1 —1 —-1—3

1.3.18

Necht X = (x1, 29,23, 24) je soubor vektoru z prostoru P, nad R, z € P, nad R. Dokazte, Ze
X je baze P, nad R a naleznéte (z)y, je-li:

a) r1(t) = (14+9)(1+1), xo(t) = (1 +9)(1 —t), z3(t) = (L —0)(1 4+ t), z4(t) = (1 —4)(1 — 1),
x(t) =1+ 2 + (1 +9)t,

b) z1(t) = 14i(1+1), xo(t) =2+i+ (3+0)t, x3(t) = 1414, x4(t) =i — (L +0)t, x(t) =it — 2t
pro kazdé t € C.

1.3.19
1 1
Necht X = (71,75, 43) a ¥V = (1,92, ¥3) jsou dvé baze C°, kde &) = | 1|, Z = (2],
1 1
0 1 —2 2 3
=0, n=(1], %= 0], ys=|—1]. Naleznéte (¥)x, je-li (¥)y = | 4
1 1 1 -1 3
1.3.20

Necht X = (7,75, ¥3) je baze prostoru V3, ¥ € V3, YV = (41, %2, 43) je soubor vektoru z V5,
T € V5. Dokazte, ze ) je baze V3 a naleznéte ()y, je-li:

1 1 1 6
a) (gl)/\’ — 1 ) (g2>X = 1 5 (g3)X - 2 ) (f)X — 9 )
1 2 3 14
2 3 1 6
b) (fh)x = LI, )a=1 2], @Wr=[-1], @)= 2],
-3 -5 1 -7
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1.3.21

Necht’Xz((_i iy 0)(—1z é))

Y= 3 -1 ’ (1 1) (3 O) , (4 _1>) , jsou soubory vektorti z prostoru C*? a naleznéte

-~

—_
~__
/\l\
O =
— O
~
VRN
. O

-~

0 O 0 0/)’\b =3 3 —1
(X)ya je_h:
1 0
1 -1
2) @)= b @a= |
1 -1
1.3.22
2
Necht X = (2,25, 73), YV = (i1, s, U3) jsou béze prostoru C?, 7,4 € C?, kde #; = 2|,
-1
2 -1 3 0 1
Ty = | =1, 73 = 2], (m)x = LI, (o= (1], (y3)a = [1], 2 € Ps,y € Ps.
2 2 -1 1
1 1
Naleznéte (¥ — 29)e a (& — 29)x, je-li: (Z)y = | -2 |, (x = |3
-1 1
1.3.23
Necht X = (x1,72,23), Y = (y1,¥2,¥3) jsou baze prostoru Ps, z1(t) = 2 + 2t — 2, 25(t) =
3 0 1
2—1+2t%, w3(t) = —1+2t+2 prokazdé t € C, (y)r = [ 1], (y2)x = (1 s(la= (1],
-1 0 1
x € P3, y € P3. Naleznéte (x — 2y)e, je-li:
1 1
a) (w)y=1|-2|, W= (3]
-1 1
2 1
b) (x)y=10],(yy=|3
1 1

1.3.24

Kazdy jednoprvkovy soubor (), kde a # 0 je ¢éislo z télesa T, je bézi vektorového prostoru T
nad T'. Zadné jiné baze neexistuji. Dokazte!

1.3.25
Najdéte nekolik bazi vektorového prostoru C nad R.
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1.3.26

Uvazujme vektorovy prostor sipek (za¢inajicich ve stejném bodé) v roviné. Rozmyslete si, ze
bazi takového prostoru je kazdé dvojice Sipek nelezici v jedné piimce. Podobné, kazda trojice
sipek, které nelezi v jedné roving, je bazi vektorového prostoru sipek (zacinajicich ve stejném
bodé) v prostoru.

1.3.27

Uvazujme vektorovy prostor V' redlnych funkei definovanych na

a) intervalu (0, ),

b) mnoziné {kr|k € N}.

Najdéte bézi [f, g]a, je-li f(t) =sint, g(t) = cost.

Vysledky

1.3.2 a) (fl,fg), 2, b) (fl,fg) 2 C) (51752,53,54) 4 d) (fl,fg,f4) 3&) (Il,IQ,I4) 37
b) (z1,74,25), 3; ¢) (x1,22,25), 3.[L.3.41 pro a = 1, 3 pro a = —3, 4 pro ostatnf a. [1.3.5 a) 3
proa—O 4proa7é0 b) 1proa—1 3 pro o = —3, 4 pro ostatni « )2pr00z—8 3 pro
a# 8.1 Baze proa # —1A« 7é 3.[1.3.7 a =8, =20,v= —13 Vynechénl’m vsech 0

ziskame LN soubor. [1.3.9/a), b), neex1stuje c) « ;é OANa # 1. ) 4;2./1.3.13
0 0 1 1 0
1 0 0 0 1 1 1
I; (o), @ > 0, a # 1. [1.3.14| napf. O ol 1o 1 , il il 1o ;
O 0 1 1 1 0 1 0
1.3.15| a) (Z,71,7%); b) neexistuje; c¢) (Z,¥,21). [L.3.16| a) 1) libovolny, 2) ey nebo e3, 3) e;
5)
2 ) 1 1 1 1
nebo eq; b) zddny. [1.3.17a) | =1 |; b) 3l;¢) | -3|;d) |—i]. [1.3.18a) - ;
41 -1
3 —2 —1 1
-1
_i 2 1 1 2 N ?Z
b) 19 @ = =1 ].t3200) [2]:0) [1]:0) [ —2].[1321]a) = |
! 3 3 1 1 Sl
—1 —6 — 3i
(T N
b) = . [1.3.22 (7 — 29)e = | -8]. 1323 a) 0]
4 3—2 4 o4
-5+ 61
—15
b) 3 ].[1.3.25 napt. (1,1).(1.3.27(a) (f,9), b) (g).
—15

1.4 Podprostor

7 teorie je nutné znat pojmy: podprostor, soucet a prunik podprostoru a znéat znéni 1. véty o
dimenzi.
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1.4.1

Necht M C C3. Zjistéte, zda M CcC C? a v kladném pifpadé uréete dim M a najdéte bazi M,

je-li:

x
X2
xs3

T
T2
X3

X1
X2
€3

|
o)
Zs3

x
X2
x3

X
T2
€3

eC?

eC?

eC?

eC?

eC?

z; je celé ¢islo pro kazdé j € 3 ,

Ty —xet+a3=1 3%,

2331 +3l’2 —2@'3 =0

Y

$1:$2+1’3/\LB2:$1—2£L’3 s

I1:JI2+ZE3\/$2:Z‘1—2(L’3 s

Re(zg) + Im(z3) =0

cast komplexniho cisla x,

1.4.2

eC?

, kde Re(z) znad¢i redlnou ¢ast a Im(x) imaginarni

T1+ 29 —3x3=0A201 — 29 — 23 =0A 29 = 23

Necht M C Py. Zjistéte, zda M CC Py a v kladném pifpadé uréete dim M a najdéte bézi M,

je-li:

)
)
)
d)
)
)

a) M ={z € Pyx(1) =0},
b) M ={z € P4 z(0) =1},

c) M = {x € Py|stupen x je nejvyse 2},

e) M ={z e Py (vt € R)(z(t) =2(1))},

M = {z € Py| (Vt € (0,1))(x(t) = z(1 — 1))},

f) M ={zePyx(l) —22(-1) =0A2z(0) + (1) = 0}.
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1.4.3
T Y1

Necht M ={AeT™ || 3| fer||3| | e |(Vien)vjen)(Ay;=m1+y)
Tn Yn

Dokazte, ze M CC T™" a urcete dim M.

1.4.4

Necht M; je mnozina sudych polynomu (maji u lichych mocnin proménné koeficient 0) z P,
M5 mnozina lichych polynomu z P (maji u sudych mocnin proménné koeficient 0). Dokazte, ze
M, cC P, My CC P a urcete dim My, dim M.

1.4.5

Ukazte, ze vektorovy prostor T' nad T mé jen dva podprostory, a to nulovy {0} a sdm sebe T.

1.4.6

Ukazte, ze matice s prvky z T rozméru m X n, které maji na predepsanych mistech nuly, tvori
podprostor 17",

1.4.7

Zjistéte zda je V C R*? podprostorem R*?
a) V= { (3311 57512)
To1 T2
. T11 0
v ={("% )

1.4.8

Necht V' je vektorovy prostor, P cC V,Q cC V, PUQ = V. Potom P =V nebo Q = V.
Dokazte.

T11,To2 € R, x19 = Igl}, tj. V je tvofen symetrickymi maticemi,

T11, Lo € R}, tj. V je tvoren diagondlnimi maticemi.

1.4.9

Necht V' je vektorovy prostor, P CC V, Q cC V. Potom PUQ CcC V, pravé kdyz P C Q
nebo () C P. Dokazte.

1.4.10

Necht o € RU {—00,+0}, V(a) C V z prikladu [1.1.14] V(«a) = {{an}xﬁ

lim o, = a}.

n—-+0o

Zjistete, pro kterd « je V(a) CC V a pro tato a urcete dim V().
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1.4.11

+oo
Z la,| < —i—oo}. Dokazte, ze M CC V a

n=1

Necht M C V z pitkladu [1.1.14), M = {{an}:[i‘j

urcete dim M.

1.4.12
Nechf P cc V,, Q cC V,, dim P+ dim Q > n. Potom existuje Z € PN Q, & # 0. Dokazte.

1.4.13

Dokazte, ze soucet dvou podprostoru prostoru V' je roven pruniku vsech podprostoru prostoru
V' obsahujicich oba podprostory.

1.4.14

Necht PCcCcV,Q cCV,P=[7y,...
Dokazte.

,fk]/\,Q = [g)l,...,:ljl]/\.POtOHlP—l—Q = [fl,..

'7xk7y17"'7yl])\-

1.4.15

Necht P cC V, Q cC V, (Z4,...,7) béze P, (1,...,7;) bdze Q. Potom P + @Q je direktni,
prave kdyz (#1, ..., Tk, %1, .., 4) je bazi P+ @Q. Dokazte.

1.4.16

Necht P cC V, Q cC V. Potom P+ (@ je direktni, pravé kdyz alespoii jeden vektor € P+ Q
se déd jednoznacné vyjadrit ve tvaru 2=+ ¢, ¥ € P, y € Q. Dokazte.

1.4.17

Necht P cC V,,, Q CC V,, dim (P + Q) = 1+ dim (PN Q). Potom P + @ je roven jednomu
z obou podprostoru, P N ¢ druhému z nich. Dokazte.

1.4.18

Necht P cC R?, @ cC R?. Uréete dimenzi a naleznéte bazi P+ Q a PN Q, je-li:
[ /1 1 1 2 1 1

a) P = 2 ) 1 ) 3 ) Q = 3 ) 2 ) 1 )
|\l -1/ \3/], -1/ \2 -3/ ],
[ /-1 2 4 [ /5 —2 -1

b) P 0 41,0 4] ,=1|[8]), 4|.| 4|],
'\ 1)\l -1/ ], | \1 5 af |,
i 0 1 i T

c) P -2 2 . Q= o | € R®| 221 + 220 — 23 =0 p,
| 3 —1 DY Z3
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T a1

d)P: o ERS Ty =29 N3y —23=0 ,Q: To ER3 200 — x5 — 23 =0
T3 T3
1.4.19
Necht P cc C3, Q cc C3. Urcete dimenzi a naleznéte bazi P+ Q a PN Q, je-li:
Ty [/ 5 3\ |
a) P= o | €R3| 221 +42, —325=0p,Q=|[-1],[0 ,
T3 | 1 1 E DY
T i 1 5 i
b)P: ) GRS 201 +4x9 — 323 =0 ,Q: 17, -1
ZT3 L 2 2 4\
1.4.20
Necht P cC R*, Q@ cC R*. Naleznéte dimenzi a bazi P+ Q a PN Q, je-li:
(
T
P = i2 €R4 To+3r3+ 14 =0A221 +25+ 303 —24=0 ,,
3
L\ T4
( xl
Q: iQ €R4—2331+33’2+5£L‘3—|—5.’134:O/\4l‘1+3$2+5$3—5$4:0
3
Ty
1.4.21
Necht P cc R?, Q cc R3, V cc R3. Uréete dimenzi a naleznéte bazi PN Q NV, je-li: P =
1 2 4 0 3 9 1 -3 1
—11,10],]-2 L Q=1121,11],]-5 , V= 31,1 51,11
0 3 3 N 3 6 5) N -3 3 4 N
1.4.22

Necht P cc C*?, Q cc C*?% Urcete dimenzi a naleznéte bézi P+ Q a P N Q, je-li:

<[44 D166 ),

Y (RN RS (X
X N RN (P!
0ro{(5 2)ecrfmennmta [0 3. 3],

21



$1—$Q—$3—5E4:0/\2ZE1—JZ3—3ZE4:0/\ZE2+$3—2$4:0},

¢) P = {("”1 ””2) € C*?
T3 T4
o T1 T2 2,2
{0 7=
1.4.23
Zjistéte, zda je soucet podprostoru P + () z prikladu [1.4.22] direktni.

31’1:2$2A$2+$3+$4:0}.

1.4.24
Necht P CC Py, Q CC Py, Urcete dimenzi a naleznéte bazi P+ Q a PN Q, je-li:

a) P =[x1,22]\, Q = [y1,02)\, ;1(t) = 1+ ¢t, 25(t) =1 +t2 4+ 13, yi(t) = 2+ 3, ya(t) =t 4t
pro kazdé t € C,

b) P = [z1,2s],, (z1)e = , mo(t) = 3+ 7t — 5t* + 2% pro kazdé t € C,

1

0

0

0

Q = {z € Pu|(Vt € (1,2))(z(t) = z(d))},
¢) P={z€Py|(VteC)a(t) =a(—t)}, Q = {w € Py|(Vt € R)(a(t) = (1 — 1))},
d) P={ze€Piz(1) =0}, Q = {z € Pu|z(2) + 2(0) = 0 A 2(i) + iz(—i) = 0}.

1.4.25
T n L1
Necht P = lecCn ijzo , Q= il €C"xy =29 =... =, p. Dokaite,
T j=1 Tn
7e P Q =C"
1.4.26
I T
Necht P = leC iy =...=2,=0,,Q= | € C* (V) €n)(x; = Tjin)
Ton Ton

Dokazte, ze P & Q = C*.

1.4.27
Dokazte, ze P & @Q = R™".
1.4.28

Uvazujte vektorovy prostor sipek (zacinajicich ve stejném bodé) v roviné. Rozmyslete si, jaké
vlastni podprostory tento prostor obsahuje. Stejnou tivahu provedte i pro vektorovy prostor
Sipek v prostoru.
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1.4.29

Sestrojte vektorovy prostor V' a tii podprostory P,(Q;,Qs prostoru V tak, aby P & @ =
P& Qe =1V, ale Q1 # Qo.

1.4.30

Tti podprostory P, @, S prostoru V' se nazyvaji nezavislé, pravé kdyz kazdy z nich je disjunktni
se souc¢tem druhych dvou (tj. prunik je {0}).

a) Dokazte, z2e V =P @ (Q & 9), pravé kdyz P, @, S jsou nezavislé a V =P+ Q + S.

b) Uved'te piiklad tif navzdjem disjunktnich podprostort prostoru V, jejichz souctem je V, a
presto nejsou nezavislé.

c¢) Necht (Z,#,7) je soubor vektoru z V. Potom (7,,7) je linedrné nezévisly, pravé kdyz
podprostory [Z]y, [¢]x, [Z]x jsou nezavislé. Dokazte.

d) Dokazte, ze tii kone¢nédimenziondlni podprostory prostoru V jsou nezavislé, préavé kdyz
soucet jejich dimenzi je roven dimenzi jejich souctu.
1.4.31

Necht PccV,QccV,SccV.

a) Dokazte, ze PN (Q + (PNY)) =(PNQ)+ (PNS), pravé kdyz P, (), S jsou nezavislé a
V=P+Q+5.

b) Ukazte, ze rovnost PN (Q +S) = (PN Q)+ (PNS) neplati vzdy.

Vysledky
3 1 1
1.4.1]a), b) ne, c) 2, 0 1] ],e),f)ne, g) 0, neexistuje.|1.4.2[a) 3, (e;—
0 1 0
€9, 61—€3,61—€4), b), ¢) ne, 2, (e1,ea—e3), €)1, (e1), 1) 2, (—de;+ea+Tes, ea—ey).[1.4.312n—1.
1 1 2
1.4.4/400, +00.(1.4.10|pouze pro a = 0, +00.|1.4.11|+00.[1.4.18)a) 3, 21, 1], 3 ,
1 -1 -1
3 —1 2 1
17 i) ) b) 27 0 ) 4 ) 27 0 ; 61762763) 17 0 )
1 1 1 1 2
d) 3, (€1,6,¢3), 0, neexistuje. [1.4.19 a) dim (P + Q) = 3, dim (PN Q) = 1, bdze P + Q
—2
je napt. &, baze P N @ je napf. 1 ) dim (P + Q) = dim(P N Q) = dimP =
0
3 —2
2, dmQ = 2,tj. P+Q = PNQE = P = @, baze je napf. 0], 1 . 11.4.20] dim
2 0
1 0 2
(P+Q)=3,dim (PNQ) =1, bize P+ Q je napt. _é : _i’ : _(1) , bdze PN Q
1 0 1

23



1
je mapr. _i L4221 Plati PN @ NV = P, proto dim(P N Q NV) = 2 a baze je
1
1 2
. 1 2 -1 1 2 -1 -5 2
napr. —(1) , g 1.4.22|a) 3, ((1 0) , ( 1 _1) , (0 1)), 1, (( 3 4>), b) 4,

11 1 2 1 2 3 1 1 2 3 1
o (1)) 0 (60 3)-(5)- (1) (G3)- (3 1)) pasppones
1.4.24 a) 4, £, 0, neexistuje, b) 2, (z1,x2), 1, (x1) ¢) 3, (e1,e2,€e3), 1, (e1),d) 4, €, 1, (e1 — e3).
1.4.19| Jsou to pouze piimky jdouci pocatkem a nulovy vektor (pocatek). V prostoru navic

roviny prochazejici pocatkem.
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Kapitola 2

Linearni zobrazeni a matice

2.1 Linearni funkcional

2.1.1

Rozhodnéte, které z nésledujicich zobrazeni ¢ je linedrnfm funkcionalem na prostoru C*. Pro
I

kazdé ¥ = | 2o | € C*:
T3

€ f) =z + 29+ 1,

f) o(F) = 2] — 219,

g) ¢(@) =0,
o 1 1 1

h) o(Z) =1+ as —ag, kde (X)y = |z | a X = —1).(1],[-2 je béze C>.
s 1] \2 1

i) o(7) = x1 + 209 — T3 + a3 za stejnych predpokladu jako v predchozim bodé.

2.1.2

Rozhodnéte, které z nasledujicich zobrazeni ¢ je linearnim funkcionalem na prostoru C nad R.
Pro kazdé z € C:
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e) ¢(r) = 3Re z — 2Im =,
f) ¢(z) = |Re z| + [Im z|.

2.1.3

Rozhodnéte, které z nasledujicich zobrazeni ¢ je linedrnim funkciondlem na prostoru R*?:

d
e X 11 T a1 — 20 + T,
f X) = rpay,
a1
<1z 2,2 [ T11 T2 | Q2 . c 2,2
prokazdeXER’,kdeX—( ),(X)X— , X je baze R“~.
To1 T22 a3
Qy

2.14

Rozhodnéte, které z néasledujicich zobrazeni ¢ je linedarnim funkciondlem na prostoru Py:

o(x) = ag + a; + as + as,

a)
b) w(z) = (1) — 2x(0),
c) ¢(z) = x(0) - (1),
d) ¢(z) = 200 + B1 — B2 + P53 + 20,
e) () = 3x(i) + 22(—i) + (0),
f) (z) = a0+ Bo+ (1),
Bo
pro kazdé x € Py, x(t) = ag + aut + ast® + ast® pro kazdé t € C, (z)x = gi , X je baze Py.
Bs
2.1.5
Necht X je baze prostoru V, nad télesem 7. Potom ke kazdému ¢ € V¥ existuje prave
631
jedna usporadand n-tice : € T" takovd, ze pro kazdé ¥ € V,, plati o(Z Zajﬁj,
O
b
kde (Z)x = | * |. Dokazte.
Bn
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2.1.6
Naleznéte (¢)e#, (¢)x# pro linedrni funkciondly ¢ z piikladu a) ac), je-li

3 —1 2
X = 21,1 3],[-1
—1 2 4

2.1.7

Naleznéte (¢)y#, (¢)y# pro linedrni funkciondly ¢ z piikladu a) ae), je-li X = (1,4),
V=(2+i,1- 2i).

2.1.8
Naleznéte (p)e#, (@) x# a (¢)y# pro linedrni funkciondly ¢ z prikladu b), d) ae), je-li

(GGG o) 6w)
=(G) G )63 G )

Naleznéte (p)e#, (¢p)x# a (¢)y# pro linedrni funkciondly ¢ z piikladu a), b), d), e) a
f)? je_h X = (x1,$2,$3,1'4>, y = <y17y27y37y4)7 xl(t) =1+ t? £C2<t) =1- t? £E3<t) = t2 - t37
za(t) =2+ 12 (1) = 1+ 12, ya(t) = 1+ 263, ys(t) = —t, yu(t) = 2 — t pro kazdé t € C.

2.1.10
1
Necht ¢ € (CH#, (p)ex = | =3 |, X = (¥4, Lo, T3) béze C®. Urcete (p)r#, je-li:
4
1 1 0
a) fl — 1 ) _»2 - 0 ) _’3 - 2 )
1 1 3
4 3 0
b) fl = 1 ; _’2 = 1 ) _‘3 = 1 )
3 0 1
1 1 1
C) fl =12 s _»2 = 1 s _’3 = 1].
1 0
2.1.11
4
Necht ¢ € (C**)# X = (X, Xy, X3, Xy) baze C*2, (@) ys = _g . Urcete (¢)e#, je-li:
-1
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2.1.12

Necht ¢ € P§, X = (1, x5) baze Py, 21(t) = 1+t, 25(t) = 1—t pro kazdé t € C, (p) s = (1)
Necht Y = (y1,y2) je baze Py. Urcete (¢)y#, je-li pro kazdé t € C:

a) y1(t) =1—2t, yo(t) = 3 + 2t,

b) i (t) = 2+ 12t, yo(t) = T+ L.

2.1.13
1 1 1 1
bl — — — — . , 4 — O — 1 — 1 - 1
Necht X = (71, ¥s, T3, T4) je béze prostoru R*, ¥ = ol =gl T=1 1 %=,
0 0 0 1
Urcete:
a) (7)es pro kazdé i € 4,
b) (7)y# pro kazdé i € 4, je-li ¥ = (71, o, U3, 7a) baze R*,
4 5 6 1
S -3 . -8 . 12| -3
Y = 1|’ 2 — 51 Ys = K Ya = )
2 4 5 2
2.1.14
2 1 —1 1 3 0 0 2
y a 3 -1 3 1 B 2 2 4 3 . , 4
Necht X = e ol Al 19 , Y = Al lal el 14 jsou baze C*,
1 3 2 5! 4 5) 7 1
1
0 y
1,02 € (CY7, (1)ax = (p2)y# = | 5 | - Urcete:
0

a) (¢1 — 3p2)x#,

b) (o1 — 3p2)y#.
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1 1
Necht M = {90 € (C)F (1) + ¢(Ta) = 5 A p(T1) — 2(i) } Bi= (1], %=|2
1 0
1 1 0 1
Necht Y = 0o,12], 1 je baze prostoru C*, o € (C)#, (¢)ys = 1]. Zjistete
1 0 —2 —
zda plati ¢ € M.

2.1.16
Zjistéte, zda mnozina M z piikladu [2.1.15| je podprostorem prostoru (C*)*.

2.1.17

Necht X je béze prostoru Vi, (1,02, @3, @) soubor vektoru z prostoru V4#. Zjistéte, zda je
linearné zavisly ¢i nezavisly, je-li:

2 1 1 4
-1 2 1 2
a) (p1)x# = 3 (p2)a# = A E (¢3)a# = 9 | (Pa)a# = 1|
-1 -1 —2 —4
3 3 0 -2
2 3 1 3
b) (p1)x# = , (P2)aw = , (p3)aw = , () xe =
1 1 1 0
—2 -2 1 3
2.1.18
0
Nechf X = 1 je baze prostoru C3. Zjistéte, zda soubor linedrnich
2
funkcionélu (p1, p2, p3) z prostoru ((C )# je linedrné zavisly ¢i nezavisly, je-li:
1 - T
a) (p1)exr = | 0|, (p2)as = 1 , 03(Z) = o1 + 2wy — 223 pro kazdé ¥ = [ 2, | € C?,
3 2 T3
2 —1 Z1
b) (p1)xx = 0], (p2)ex = 2 |, p3(%) = 11—y —au+a3+2a3 prokazdé ¥ = |y | € C?,
17 -3 I3
2.1.19

Necht X = (21, 29, 3, 74) je baze prostoru Py, x1(t) = 1 — 2 + 2%, 2o(t) = 2+t + * + 3t3,
w3(t) = =342t — 13, 24(t) = 4 + 3t + 2t* + 5t° pro kazdé t € C. Zjistéte, zda soubor linedrnich
funkcionalt (@1, s, p3) z prostoru Pi je linearné zavisly ¢ nezavisly, je-li:
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1 2
0 3 o
a) (p1)re = 1| (p2)ex = IRRE @3(x) = x(1) — 22(—1) pro kazdé x € Py,
11
2 ~ 7
b) (p1)as = 5| wa(x) = 22(0) + 2(—2), p3(z) = (1) + oy — as + P53 pro kazdé = € Py,
—6
Bo
z(t) = ap + agt + ast? + ast® pro kazdé t € C, (r)x = gl
2
B3

2.1.20

Zjistéte, zda soubor linearnich funkciondlt (1, 2, 03, 04) z prostoru P* je linedrné zavisly i
nezavisly, je-li:

a) p1(2) = (1) = 2(0), 2(7) = 2(2), p3(x) = 22(1) = 32(2), pa(w) = 22(0) +2(1) +42(2) pro
kazdé x € P,

b) ¢i(z) = ( ) = 32(2) + 2(3), pa(x) = (2), @a(x) = x(=1) + 2x(i) — 3x(5), wa(x) =

1
x( 1) — 4x(2) + 3x(3) — x(i) pro kazdé x € P,

c) i(x) = —230( 1) +32(3) + 22(1), @o(x) = 2(0) + 2(=1) — 2(3) — x(1), ps(x) = 22(0) —
2x(—1) 4+ 3x(3) + 22(1), pa(x) = 2(0) — x(—1) + (1) pro kazdé = € P.

2.1.21

Naleznéte vSechny hodnoty parametru a tak, aby soubor linedrnich funkciondla (pq, @2, ¢3)
z prostoru (R®)# byl linedrné zavisly, je-li:

a) ¢1(%) = 201 — 2322 + 2923, @o(Z) = Ty + axs + 43, p3(Z) = 5x1 + 222 + as pro kazdé

g
T Ha) S Rs,
Zs3
—Q
b) (p1)er = 20 |, 2(T) = 21 + 29 — s, @3(T) = 201 — awy + 223 pro kazdé
a?+2
€
T = ) c R?)
I3

2.1.22
Naleznéte viechny hodnoty parametru « tak, aby soubor linedrnich funkcionalu (¢1, @2, @3, ©4)

z prostoru (C*?)# byl linedrné zavisly, je-li pro kazdé X = (in i12> € C*%
21 T2

a) @1(X> = 21’11 — T19 + 3%21 + 4$22, QPQ(X) = 4&311 — 21312 + 5(1321 + 62722, (,03(X) = 6%11 — 3%12 +
71’21 — QT99, (,04<X) = Qar11 — 41’12 + 91L’21 + 1OZL'22,
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1 «Q
—1 1
b) (901)5# = ol (@2)5# = lal SOS(X) = QT2y, 803(X) = Ty — T3 — 201y4.
«Q 0
2.1.23

Necht X = (x1,72,73) je baze prostoru Ps, x1(t) = 1+t + 12, 29(t) = 1 + ¢, 23(t) = 1 pro
kazdé t € C. Naleznéte vsechny hodnoty parametru « tak, aby soubor linearnich funkcionalu
(©1, 92, p3) z prostoru (P3)* byl linedrné zéavisly, je-li:

1
a) (p1)ex = (p2)a# = a |, p3 =x(—1) pro kazdé = € Ps,
—
o 1 —1
b) (901)2(# =la), (902)5# =|la-1]/, (903))(# = | o
o 0 1

2.1.24

Naleznéte bézi jadra linedrniho funkciondlu ¢ z piikladu [2.1.1] a), 2.1.1] ¢), [2.1.2] a), [2.1.2] e),
2.1.3|b), [2.1.3[d), [2.1.3]e), 2.1.4] a), [2.1.4| b), [2.1.4] d), 2.1.4] e) a[2.1.4]f) (viz pf. [2.1.8}[2.1.9).

2.1.25
1 1 1 1
Necht X = of,{1],{0 je baze prostoru C?, @1, 00 € (C)#, (o) = [1],
1 0 0 2
1 1
02 (%) = 1 — 5%z~ 53 Pro kazdé 7 = [ z, | € C3. Naleznéte bézi jadra linedrniho funkcionalu
Z3
1 — 2p2.
2.1.26

Naleznéte bazi jadra linearniho funkciondlu 3p; — s + 3 z piikladu [2.1.19] a).

2.1.27

Necht X = (z1, 7o, 73) je baze prostoru Ps, x1(t) = 1+, 25(t) = 1—1*, x3(t) = t+1* pro kazdé
)
t € C, 01,00 € (P3)*, 01(Z) = 2(i) — 2(0) pro kazdé = € Ps, (02)x# = —i | . Naleznéte
1+
bazi ker ¢1 Nker ¢s.

2.1.28

Necht @1, 02 € (P3)¥, p1(x) = 2(—1), wo(x) = 2(1) — 22(0) pro kazdé x € Ps. Naleznéte bazi
ker 1 Nker p,.
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2.1.29

Necht ¢ € (C*?)# (;H im) = 211 — T12 + T9;. Naleznéte bazi
21 T22

o305 9.

2.1.30
1 1 1
Necht X = 11,111,160 je baze prostoru R?, ¢y, ¢, € (R*)#, ¢)(Z) = 21 — 25 pro
1 0 1
I 1
kazdé ¥ = [ 2o | € R?, (p2)xs = 1 |. Naleznéte béazi ker ¢ Nker ¢s.
I3 —1
2.1.31

Naleznéte bézi pruniku jader linedrnich funkciondlu z prikladu: a) 2.1.1{a), [2.1.1|c¢), b) [2.1.2]a),
- 11 11 10 00
2.1.2le), ¢)2.1.3/d), 2.1.3]e), je-li X = ((1 1) , (1 O) , (1 O> 1 O))’ d)2.1.4la),[2.1.4
) =

b) al2.1.4/f), je-li X = (z1, 20, T3, 24), 21(t) = 1+t, 2o(t) = 1 —t, 23(t) = 12 —*, 24(t) = * +-1°
pro kazdé t € C.

2.1.32
Reste rovnici ¢(x) = 2, je-li ¢ linearni funkcional z pitkladu: a) 2.1.1{a), b) 2.1.2] ), ¢) 2.1.3

d) BT b).

2.1.33

Necht (1, 2, p3) je soubor linedrnich funkcionélu z pifkladu b). Reste rovnici:
L 1(Z) — p2(T) — 4p3(7) = 1,
2. 01(Z) = 22(7) + 3ip3(7),

3. 2¢1(7) + 1 = pa(Z) — p3(2).

2.1.34
1 1
Necht M = {¢ € (C*)#|p(Z1) = (i)}, &1 = | 1|, & = 1 |. Dokazte, ze M CC (C*)#,
1 -1
urcete dim M a naleznéte bazi M.
2.1.35
1 2
Necht M = {¢ € (C°)¥|p(&1) — 2¢(&5) = 0 A 3p(#1) + 2p(F2) = 0}, &1 = | =1 |, &2 = |3
0 1

Dokazte, ze M CC (C*)#, uréete dim M a naleznéte béazi M.
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2.1.36
a) Necht {Bk}too je posloupnost komplexnich ¢isel. Definujme zobrazeni ¢ prostoru P do C

takto: p(z Z a;f;, kde z(t Z a;t! pro kazdé t € C. Dokaite, 7e p € P7.

7=0 j=0
b) Ke kazdému ¢ E P# existuje posloupnost komplexmch cisel {0k }i25 takova, ze pro kazdé

xeP, x(t a;t! pro viechna t € C, je a;f3;. Dokazte.
J p(z VIEAE

Jj=0 7=0
2.1.37
Necht () # S C V,.. Oznatme S° = {¢ € V¥|(VZ € S)(¢(Z) = 0)}.
a) Dokazte, ze S° cC V7,

b) uréete dim S°, je-li S cC V,,, dim S = k.

2.1.38

Necht ¢ je nenulovy linedrni funkciondl na prostoru V nad télesem T, o € T. Potom existuje
T €V takovy, ze ¢(Z) = a. Dokazte.

2.1.39

Necht (1, 2) je soubor linedrnich funkciondli na prostoru V nad télesem 7', necht ker ¢, C
ker o. Potom existuje a € T takové, ze @y = ap,. Dokazte.

2.1.40
Dokazte, ze ke kazdému Z € V,,, & # 0, existuje ¢ € V¥ takovy, ze p(Z) # 0.

2.141

Necht (¢1,...,¢m) je soubor linedrnich funkciondli na prostoru V,,, m < n. Potom existuje
T eV, +#0, takovy, ze ¢;(Z) = 0 pro kazdé j € m. Dokazte.

2.1.42
Ke kazdému nenulovému ¢ € V¥ existuje baze (Z1,...,Z,) prostoru V,, takova, ze p(;) # 0
pro kazdé i € m. Dokazte.

Vysledky
2.1.1| pouze a), ¢), g)

h), i). 2.1.2] pouze a), e). 2.1.3 pouze b), d), e). 2.1.
0 .

3 2 —1
oo (1) D)oo (=) () bada (9 (L)oo (). ()
-1 5 1 7T+ 40

N
s
\'\/
lon
N—
o,
:_/
@™
:_/
—
S~—
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1 —1 —1 —4 2 2 1 3 3
0 2 3 2 1 —6 —2 —1 -5
LR B IR KO I O NS EOA B R T O 'R EC A H N T R
-3 1 -3 1 3 —8 4 0 7
1 2 2 —1 0 0 5 2 5
1 0 3 1 -2 1 11 -1 3 1117
2.1.9 a) 1 ) O ) -1 ) b) 1 ) O ) -1 ) d) 5 0 ) _3 ) 5 1 )
1 2 1 1 2 -3 6 3 11
6 6+ 1 5 4 7
2 13
1 6—1 6 — 21 113 1 1 9
e) _5 s —5—|—Z N —Z s f) 5 2 y 0 s 5 _3 . 21]_0 a) 2 s b) ( 2 s
7 —5—1 12 —1 2 2 7
—6 269 1
-1 -8 21 1 —1
_(25 20102) | o D) | g5 | RL1Z8) 5 (5:7),b) (=3,10).2.1132) | |,
0 5 0
0 0 0 7 —4 —1 2 1 -2
1 0 0 13 —13 1 4 -3 2
Sl ol o™ |as] =] | s 5| P14 o DL
0 —1 1 4 -5 0 2 -9 1
B.1.15ano.2.1.16/ne. .1.17a) LZ, b) LN.B.1.18a) LN, b) LZ. |2 T.19) LN, b) LZ.2.1.20a) LZ,
1
b) LN, ¢) LZ. [2.1.21 ) 3, b) neex1stuje 2.1.22/a) £8, b) 0,-2. 2.1.23/a) —=, —1, b) 0,1, +.
1
2.1.24|2.1.1h)  2.1.1¢) L2.1.20) (1), [2.1.20) (2 + 30),
0 1 —1 O 3 0 1 1 0
“3><(oo )(01)7213 (R
21 00 -4 0
2.1.3g) ((0 0) , (1 O> , ( 0 1)) 2.1.4R) (e; — eg,e1 — e3,€1 — €4),
214b) (61 + €9, €1 + €3, €1 + 64), 214“) (61 + 562, €3, —661 + 564)
2.1.4k) (e1 + 6ieg, bey + 6es, e; — 6iey),[2.1.4F) (—3e1 + Heg, 261 — bes, 2eq — Hey).[2.1.25] (€, €3, €3)
2.1.26| (bey + 4dey + Teg + 6ey, dey — 2eq — e3 + 3ey, Hey + deg + ez + 6ey). 2.1.27] ( 1 e + ie3).
0 —1
2.1.28) (e1 + e). [2.1.29 32) (2 9)) ko [ [o] ] 131 a 2|1, v
-1 4 3 2
1 2
0 1 0
neexistuje, c) ((2 1) , (10 17)) ).R21321. [ 2|+ [[0],(1L , 2. —i+[2431],
2 0
0 o/ \t/],
2 0 0 1 —1 0 3 O
3. (O 0) + [( 1 0 0 1 4 —2e1+[e1 + ez, 61 +e3,e1+e4)x.[2.1.33] 1. nema
5 9 2 5 41
feseni, 2. —i+[243i]5,3. | [ 17 ], A s+ 113, 67]| .21.342 (&, ).
o) \io o \o 1) \-38/],
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2.2 Linearni zobrazeni, linearni operator

2.2.1

Zjistéte, které z nasledujicich zobrazeni A z prostoru C* do C? je linedrni:

a) AT = (Im (52 - éﬁ)

2%2-@%3
T1+ To + T3 ’

. 311
d) AT = T+ 1)7
o) Aff — 31y — 213
T ’
f) A% = <x1)
T1
x1
pro kazdé ¥ € C*, ¥ = | x
€3

2.2.2

Zjistéte, které z nasledujicich zobrazeni A z prostoru R*? do R?* je linedrnf:

T11
11 — T12
AX =
&) r11 + 2201 |’
Z22
T12
—x11
b) AX = :
) T11 + To1 — T2
0
1
1
c) AX = e
1
T11
q) Ax = | lul
Ti2 |’
—T12

pro kazdé X € R*? X = (xn $12>.

To1 Ta22
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2.2.3

Zjistéte, které z nésledujicich zobrazeni A z prostoru P, do C* je linearni:

ap + g
Qg — 1
g + 0
-

3C(0 — 2&1
0
0

g — 20(1

[67s10 5]

0

Qo + o
Qo — Qg

Re «g
&3]
0 )

Qo + o1

d) Az =

pro kazdé x € Py, x(t) = oy + it pro kazdé t € C.

2.24

Zjistéte, které z nasledujicich zobrazeni A je linedrni operator na prostoru P:

a) (Az)(t) = a(t + 1),
b) (Ax)(t) =z(2t — 1) — x2(t + 1),
¢) (Az)(t) =t x(t),

d) (Az)(t) = x(t) — 2(0),

pro kazdé x € P. Ktery z nich je linearni operator na prostoru P,,”

2.2.5

Necht ¢ € V# &, € V,. Zjistéte, které z nésledujicich zobrazeni A je linearni operator na
prostoru V,,. Pro kazdé ¥ € V,,:

a) AT = (7)o,
b) AT = ¢(10)7,
c) AZ = o(7)7,

d) AT = ¢(Zo)Ty

36



2.2.6

Necht X = (¥}, o, #3) je baze prostoru Vs. Zjistéte, které z nasledujicich zobrazeni A je linedrn{
aq

operdtor na prostoru Vs. Pro kazdé 7 € Vs, (T)x = | o
a3

c (o1 4 20 — a3) (71 + 279 — T'3),
d T = |041|ZL’1 + QT + (3T3
2.2.7
Necht A € L (C3, (C2 z prlkladu b Sestavte 3482 & 4Y Y A& X QY
1 1 .
kde X = 0 , je béze prostoru C*, Y = ((é) ) (1)) je baze prostoru
1 1
2.2.8
) oy £4_ (11 X4y (1 1 (1 1
Necht A € L(R?), A_(l 1 . Sestavte “A, YA, X = R LY = ol \1])
2.2.9
1 —18 15 8 —16 9
Necht A € £(C?), YA =[-1 —-22 15]. X = —6 |, 71.1-3]|. Sestavte YA,
1 —25 22 7 —13 7
1 3 2
Y= —21,{-11],11
1 2 2
2.2.10
1 1 —1 1 0 1
Necht A € L(R?), YA = 1 -1 1].xXx= 1l,11],[1] ]. Sestavte:
-1 1 1 0 1 1
a) A,
1 1 0
b) yA, y = 0 5 -1 ) —1
1 1 1
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2.2.11

Nechf A € £(C?,C?), X = ((2) 7 (1) , <0>),y (@) , (‘é)),my _ (g - ;)

0
Naleznéte A (1) )
2

2.2.12
Necht A € L (R2’2, R4) z prikladu a). Sestavte ¥ AY,

B 10 2 1 0 2 2 —1 L 2.2
kde X = ((_1 1) , (O _1) , (_1 1) , (1 0)) je baze prostoru R*~,

0 0 0 1
B 0 0 1 1 C 1 4
Y= NI je baze prostoru R*.
1 1 1 1
2.2.13

Necht A € L (732, C4) z piikladu b). Sestavte * A kde X = (21, 23) je baze prostoru P;,
x1(t) =2 —3t, 25(t) = 1 +t pro kazdé t € C, Y = (€4, —3¢1, €, —2¢3) je baze prostoru C*.

2.2.14

Necht A € L (Ps), (Az)(t) = 2(t+1) pro kazdé x € Ps, t € C. Sestavte ¥ A, kde X = (1, 29, 3)
je baze prostoru Ps, z1(t) =t — t*, 29(t) =1 —t + 1% x3(t) = —1 + ¢t pro kazdé t € C.

2.2.15

Necht A € £ (V3) z pitkladu b). Sestavte YA, YA, YAY YAY kde
Y = (&) + Zo, Ty + &3, 21 + T2 + T'3) je béaze prostoru V.

2.2.16
1 1 —1

Necht’AEE((C?’,Pz),A 2| =a1, A1 ] =29, A 3| =z3, kde x1(t) = 2+3t, xo(t) =1,
0 1 —1

z5(t) = 1 + 4t pro kazdé t € C. Sestavte & A2,

2.2.17

L 2 L 0 -1 1
Necht A € £ (C?,C?*), A|2]| = ( ), All] = ( ), Al 3] = <4> Sestavte £ A%,
0 1

2.2.18

, 2o 10\ 11\ 10\ 10\
NeChtAEE(C ,Pg),A(l 0 —Qfl,A 0 0 —xQ,A 0 1 —1173,14 11 = I3,

kde
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a) vi(t) =1, 2a(t) = 1+, 25(t) = 1+t + 12,

b) x1(t) =1+ 1%, 25(t) = t, 23(t) = 1 +t + t* pro kazdé t € C.

Sestavte YA kde Y = (((1] 1) , ((1) _1> , (_1 1) , ((1) _1)) je baze prostoru C*?, Z =

(21,22, 23) je baze Ps, 21(t) = 1+t + 12, z(t) =1+t — %, 23(t) =1 —t — t* pro kazdé ¢ € C.

2.2.19
1 1 0 1 0 1

Necht A€ L(C*), A1 =(0|, A[1]=(1],4A[0]=]1]. Sestavte ®A.
1 0 1 0 1 1

2.2.20

Necht A € £ (Ps), Ae; = x; pro kazdé j € 3, zy(t) = 1+ 12, zy(t) = t, x3(t) = 1+t + 12
pro kazdé t € C. Sestavte YA, kde Y = (y1,¥2,y3) je baze prostoru Ps, y(t) = 1+t + %,
Ya(t) =1+t — 1% y3(t) =1 —t —t* pro kazdé t € C.

2.2.21
1 1 0
Necht X baze prostoru C* a ) baze C jsou definoviny nésledovné X = 0O1,1—-1],1-1
1 1 1
Ty
aY = (—3). Sestavte matici ¥¢* funkcionalu ¢, ktery je pro kazdé ¥ = (:1:2 € C? definovan
T3

jako p(7) = x1 + 229 + 3zs.

Operator derivovani a integrovani

Na prostoru P (resp. P,) zavedeme dvé dulezitd zobrazeni D a S takto: pro kazdé =z € P,
k

Zoc]tj, je (Dx)( Zjoz]t] L (Sa)(t) = jz()%tj“ pro kazdé t € C. Pak
D e E(P) D € L(P,), D € E(Pn,Pn 1), S € L(P), S € L(Py, Pnt1) a D nazyvame operator

derivovani, S operator integrovani.
2.2.22

Necht D je operdtor derivovani. Sestavte
a) "D,

(t —a)!

b) D, kde X = (x1,...,2,) je bize prostoru P,, x;(t) = W
i—1)!

a € C.

pro kazdé t € C, i € n,

c) En Dfn-1,

39



2.2.23
Necht S € L(P,, Ppi1). Sestavte & S+1,

2.2.24

Dokazte, ze zobrazeni T' definované na prostoru P, takto: (T'z)(t) = t(Dz)(t) pro kazdé x € P,,
t € C, je linedrni operator na prostoru P,. Sestavte T

2.2.25

Necht A : C*?* — C*? AX = X' (tj. matici X pfifadi matici transponovanou) pro kazdé
X e C*2

a) Dokaite, ze A € L(C*?).

b) Sestavte A.

2.2.26

Necht C = (i g) € C?? A B:C* — C*?, AX = CX, BX = XC pro kazdé X € C%2.

a) Dokazte, ze A, B € L(C*?).

Y. ox B 10 0 0 0 1 0 0
b) Sestavte “A, B, kdeX—((O 0)7(1 0>’<O 0)’(0 1))

2.2.27
: 9.9 11 11 Y. x
Necht A, B € L(C*%), AX = 11 X, BX = X L 1) Sestavte “A, “ B, kde X =
11\ /=1 1\ /0 1\ /1 0\\. .. 22
((1 1) , < 0 _1) , (1 0) , <1 O)) je baze prostoru C=-.
2.2.28
1 0 -1
Necht P,Q cC R?, P = 11,10 , Q= 1 . Sestavte matici projektoru na P
1)1, 1)1,
podle Q v bézi (—52,53751).
2.2.29
1 1
Necht P,Q CC R? P = -1, 2 , Q= 1 . Necht A je projektor na @ podle
1 -1 \ 0
1 0 0 0 0 1
P. Sestavte Y AY kde X = 11,111,160 , Y = 01,111,111 jsou baze R3.
1 1 1 1 1 1
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2.2.30

1 2 0
9 4 O 1 2 - ) . .
Necht P,()Q CC R*, P = R 0 , Q= R E 1 . Necht A je projektor
1 -1 N 1 0 N

na P podle Q, B je projektor na Q podle P. Sestavte €A, ¢B.

2.2.31

Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem T, X béze V,,, Y = () baze T, ¢ € V¥. Potom
() a# = a - Y¢¥. Dokazte.

2.2.32

1
Necht A € L(P,,C?), ¥*AY = 2 , X = (x1,22), x1(t) = 1 — ¢, x9(t) = 1+t pro kazdé
1

1 1 1 -1 1 1
teC Y= 11,11},10 . Sestavte €A%, kde Z = O],11],11 je baze
1 0 0 0 1 0

prostoru C3.

O =N
SN——

2.2.33

11 1 1 0
Necht A € L(R? R?), ©24Y = ( 2 2), Yy = ((1) , (2) , (1)) Sestavte VA%, kde
-1 0 1 1 1

X = ((g) , (_1)> je béze prostoru R3.

2.2.34

Necht A € L(P3,Py), YAV = Lo _1) X = (z1,79,73), Y = (y1,12), v1(t) = 1 4+ 2t + %,

21 3)

To(t) = 14+t 4267, 23(t) =2+t + 1%, yy(t) = —1 4+ 2t, y5(t) = 2 — t pro kazdé ¢t € C. Sestavte
&A%,

2.2.35

Necht A € £L(C? C*?), A% =

e () 6 )
et (G0 (06)
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1\ /2\ (0
~1 0\ (0 -1\ (0 -1\ (1 0
srez= (o) (o) )= (G ) 6 o) 60)
o)\ )\ 10/°\0 1)°\t o) \o1

2.2.36

NeChﬁ A€ £(P377)4)7 XAy = ) X = (33'1,.1’2,1'3), y = (ylay27y37y4)7 ‘Il(t> = t27

o O O =
— = O O
— = =

To(t) = t+t% w3(t) = 1=t =t y1(t) = 1L4+12, 10(t) = 1 —t, y3(t) = —t + 12 4+13, yu(t) = 2413
pro kazdé t € C. Sestavte ZAY, Z = (21,20, 23), U = (up,ug,us,uy), 21(t) = 1+t + 2,
2o(t) = 1+12 23(t) = =1+ %, uy(t) = 1+ t, ug(t) = 2 + %, us(t) = 1 + 3, uy(t) = —1 pro
kazdé t € C.

~—~

2.2.37
0 1 1
Necht A € L(P3), ©A = 1 0 —1]. Sestavte YA, X = (zy, 29, 23), 21(t) = t — %,
-1 -1 0

To(t) =1 —t 4+t x3(t) = —1 +t pro kazdé t € C.

2.2.38
15 —11 5

Necht A € L(V3), YA = [20 —15 8|. X = (Z,2,,73) je baze Vi. Sestavte YA, ) =
8 =7 6

(271 + 375 + '3, 3%y + 425 + T3, ¥1 + 275 + 273).

2.2.39
1 2 01
, N 30 —1 2 I
Necht A € L(V}), TA = 55 3 1| X = (¥, %y, T3, Z4) je baze Vj. Sestavte:
1 2 1 3

a) YA, Y = (&1, T3, Ty, Ty),

b) ZA, Z = (21,2, + Lo, L1 + Lo + T3, T1 + Ty + T3 + Z4).

2.2.40
Urcete h(A), d(A) a naleznéte bazi jadra zobrazeni A z piikladu: a) [2.2.2h), b) [2.2.16] c) [2.2.20}

Q) 239

2.2.41

Urcete hodnost a defekt operédtoru derivovani definovaného na prostoru a) P,, b) P a naleznéte
bézi jeho jadra.
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2.2.42
Necht S € L(P,, Pny1). Urcete h(S), d(S) a naleznéte bdzi jadra zobrazeni S.

2.2.43

Urcete hodnost a defekt operatoru integrovani definovaného na prostoru P a naleznéte bazi
jeho jadra.

2.2.44
11 1 1 0
Necht A € L(R%,R?), 24T =| 2 2|, X = 1].12],
-1 0 1 1 1
) 1
Reste rovnici Az = | 0
0
2.2.45
1 -1 0 1
2 -1 1 0 0 0 1 1
) 4 2 X A&y _
Necht A € E((C ,C ), A = (1 11 _1), X = 1 ) -1 fol’lo
1 1 0 0

a) Naleznéte bézi prostoru A(C*).

b) Najdéte bézi jadra.
5 - . 1
c) Reste rovnici A7 = ( 1).

2.2.46

) 22 2y X 48 (2 —1 1 0 _((1 0 -1 0 01 11
e e e, - (270D e (10 (21 90 ) (2 ),

a) Naleznéte béazi prostoru A(C*?), uréete hodnost h(A) a defekt d(A).

b) Reste rovnici AX = G)

2.2.47

Necht A € L(P;,C?), Ax; = G), Azy = G), Azs = ((1)), ri(t) = 1 —t, 29(t) = t%

x3(t) = 14 t. Naleznéte A" ((:;))
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2.2.48

1 1 1 1 2
Necht A€ L(C*), Al1|=(1],A[1] = 0],A10] = 3 |. Reste rovnici A7 =
1 0 (1 0 (1)
2
1].
1
2.2.49

Necht A € L(P3,Ps), (Az)(t) = (Dz)(2t + 1) pro kazdé = € Ps, t € C. Naleznéte A" (u), je-li
u(t) = 2+ 3t pro kazdé t € C.

2.2.50
1 0

Necht A € L(Py, P3), ¥AY = [ 2 1|, X = (21,22), Y = (y1, 92, y3), 21(t) = 1 +t, 2o(t) =
a 2

L—t, yi(t) =t, y2(t) = 1, y3(t) = t* pro kazdé t € C. Reste rovnici Ar = 2, je-li z(t) =t + 7t
pro kazdé t € C, v zavislosti na parametru o € C.

2.2.51

itz (o= ( 9o ()-() - (0)-0)

Naleznéte ¥ (2A — 3B).

2.2.52

Necht X = (<_;)) , (_i)) a) = ((_?) , (_D) jsou baze R?, A, B € L(R?). Necht

_i ? a necht pro kazdy vektor # € R? plati BZ = <a - 25)’ kde (7)x = (g)
Naleznéte €2(A + 2B)*.

XAJ}:

2.2.53
1 0o 2 1 } _; _}
Necht A € £L(C* C?), B € L(C?,CY), %A% = |1 -3 —1 —1],&B% 0 1 1
0o 0 3 1 L0 0

Naleznéte a) ¥ (AB), b) € (BA) .
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2.2.54

0 1 2
122 1 L0 1
Nechtf A c £<R4,R3), B € ﬁ(R3,R4), €4A53 —1 0 3 1 ’EBBX — 9 _1 0l
1 1 1 1
. 1 0 1 1 24 €4
X — ol ol 1 . Naleznéte “*(BA).
1 1 1 0
2.2.55

Necht A, B € L(V,), YA =

Y = (4, 92), Z jsou bdze
- -3 - 1 . 6 . -5 ..z
prostoru Vs, (71)z = 7 ) (Z9)z = o) (h)z = ) (o)z = 6 Naleznéte < (AB).

2.2.56

1o 1 —-10

Y = (y1, 1), y1(t) = 1+ t, yo(t) = 1 — t pro kazdé t € C. Naleznéte Z(BA)®?, kde Z = (21, 22)
je baze prostoru Py, z1(t) =1 — 2t, z3(t) = 2 pro kazdé t € C. Je BA izomorfismus?

10
Necht A € L(Py, Ps), B € L(Ps, Py), 2AY = ( 1 1) L &BpY = (1 2 3), X = (e, e, €3),

2.2.57

1 1
Necht A € L(P,,C?), B € L(C?,C*?), Az, = 2) , Azy = ( 0) z1(t) =2+t 2o(t) = 1+t
3 2

3 -1
O
Z = ((i i’)(é %)(‘i 3)(; é)).Naleznéteg(BA)z.

” 6]
).

pro kazdé t € C, YB? =

|

)
—_ o o w
=R R R

zZ
VB® =
a

1
, ; leznéte € (BA)Z.
d
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2.2.59

N\ /1\ /1
Nechi A e (R R, %47 = (L 2 3 = [1]. (1] (o)), v=((}).(}))
456 R A 1) \2

o € (RH)# 2p% = (1,1), Z = (3). Naleznéte matici zobrazeni @A ve standardnich bézich a
bazi jadra pA.

2.2.60

Necht A, B € L(P,), A = (_? i’), (Bx1)(t) =1, (Bxy)(t) =t prokazdé t € C, X = (xy, z2),

z1(t) = 14+ t, 29(t) = 1 — ¢ pro kazdé ¢t € C. Naleznéte ¥(A + B)Y, kde YV = (y1,42) je béze
prostoru Py, y1(t) = 2, y2(t) = 4 — 2t pro kazdé ¢ € C.

2.2.61

Necht A € L(C,Ps), (Aa)(t) = 2o + at? pro kazdé a € C, t € C, ¢ € (Po)¥, (@) x# = ( 1),
X = (x1,29), x1(t) =t, xo(t) = 1+t pro kazdé t € C.
a) Urcete h(A).

b) Naleznéte matici zobrazeni Ay ve standardnich bazich.

2.2.62
bo-l 11 11
Nechf A € L£(C*?,P3), B € L(P3,C*),%B% = | -1 2 o, A (1 1) =1, A (1 0) =
a 1 1
11 0 1 ) ) )
T, A 0 o) = A 0 o) =% x1(t) =t 417, xo(t) =t —t°, x3(t) = 1, 24(t) = t — at® pro
kazdé t € C. Urcete hodnost zobrazeni BA v zavislosti na parametru a € C.
2.2.63
1 0 —1 1 0 1 0
Necht A € £(C*,C*, Be L(C?,*B=|-1 2 al,A A=Al =1 L)
1 1 1 1 0 -1
Oy L (1) (e
A ol = 0], A ol = 1 ]. Urcete hodnost zobrazeni BA v zavislosti na parametru
0 0 0 “
a e C.
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2.2.64

1 2 1 1 1 0
Necht A € £(c,c2?), 4% = | V0 Jloa= (1] (0] [1]] e @*
9 0 —1 1 1 1
© ((1’11 xn)) = x11 + Too. Naleznéte bazi jadra zobrazeni pA.
To1 T22
2.2.65
11
Nechf A € L(Py, Ps), €AY = 0 1], & = (21,m9,23), 21(t) = 1 + 12, 2o(t) = 1 — 12,
-1 2

z3(t) =t pro kazdé t € C, p € (P3)*, p(x) = (1) pro kazdé x € Ps. Naleznéte bézi jadra
zobrazeni pA.

2.2.66
C 1\ /1) (0
Necht A € £L(C? Py), YA® = 11 o= o) (] ) eE (PO)*, p(z) =
2 0 -1 ! 1 1
1 1
Ex(l) + 53:’(—1) pro kazdé t € Py. Naleznéte bézi jadra zobrazeni pA.
2.2.67
o 1 0 -1 1 2
Necht A, B € L(Py,Ps), #A% = [ 2 a—2 0 a—l , ¥Bf = 1 01|, x=
1 1 « 00
(21,79, 23, 24), T1(t) =1 —t, 29(t) =t — 1%, 23(t) = t2 — 3, 24(t) = t* pro kazde t € C. Urcete

hodnost zobrazeni A 4+ B v zavislosti na parametru o € C.

2.2.68

Necht A, B € L(C2.Py), B € L(P5,C?) €AY = G }) Xpe _ (é ‘D X = (a1, 29),

21(t) = 1 —t, 25(t) = 1 pro kazdé t € C. Reste rovnici (AB)x = z, je-li 2(t) = 2t — 4 pro kazdé

2.2.69
Necht A : R?> — R? je definované pro kazdé # € R? jako

s () O O (001 1

A epimorfni, monomorfni?

HIAE

| S
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2.2.70

(=
7 (Z)
Necht A : R?* — R? je definované pro kazdé & € R? jako AT = ff(f) , kde X = (€1 + €, €1).
0
1 9 1 1 2 1
Najdéte A , A L AL 1],12 LA 1 Je A
1 2 1
) 0/ \o 1) ],
epimorfni, monomorfni?
2.2.71
Necht (71, ..., %) je linedrné nezdvisly soubor vektort z prostoru Vj,, (41, . . ., i) soubor vektoru

z prostoru Q. Potom existuje linedrn{ zobrazeni A prostoru V,, do @ takové, ze AZ; = y;
pro kazdé i € k. Dokazte. Uved'te piiklad takového linedrniho zobrazeni. Naleznéte nutnou a
postacujici podminku, aby A bylo uréeno jednoznacné.

2.2.72

Jak se zmeéni matice linearntho zobrazeni A v bazich X', ), jestlize

a) v bazi X zaménime -ty a j-ty vektor,

)
b) v bazi Y zaménime i-ty a j-ty vektor,
c) i-ty vektor baze X vyndsobime ¢&islem « # 0,
)

d) i-ty vektor baze ) vynasobime ¢islem a # 07

2.2.73

Uved'te pitklad linedrniho operdtoru A na prostoru Vs, ktery ma ndsledujici vliastnost: a) h(A) =
2, b) d(A) =2, ¢) A(Vs) Nker A # {6} d) h(A) = d(A) = 2.

2.2.74

Necht A, B € L(V) takové, ze AB = ©O. Plyne odtud, 7Ze také BA = ©?7 Uvedte vhodné
priklady:.

2.2.75

Necht A € £(V). Dokazte, Ze zobrazeni, které kazdému X € L(V) prifazuje operator AX je
linedrni operator na prostoru £(V).

2.2.76

Urcete dimenzi vektorového prostoru L(F,,, Qy).
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2.2.77
Necht A € L(V,,).

a) Dokazte, ze mnozina vsech B € L(V,) takovych, ze AB = ©, je podprostorem prostoru
L(V,,), a urcete jeho dimenzi.

b) Dokazte, ze mnozina vsech B € L(V,,) takovych, ze BA = O, je podprostorem L(V,,), a
urcete jeho dimenzi.

2.2.78

Necht M cC V,, dim M = m. DokaZte, Ze mnozina viech A € L(V},) takovych, ze M C ker A,
je podprostorem prostoru L£(V;,) a urcete jeho dimenzi.

2.2.79

Necht A € L£(V}). Potom existuje pravé jedno ¢&islo a € T takové, ze pro viechna T € Vi je
Ax = ax. Dokazte.

2.2.80

Necht A € L(V), h(A) = 1. Potom existuje pravé jedno éfslo o € T takové, ze A? = aA.
Dokazte.

2.2.81
Necht A, B,C € L(V,). Potom operétor (AB — BA)* komutuje s operatorem C. Dokazte.

2.2.82

Necht A, B € L(V) takové, Ze operdtor AB — BA komutuje s operdtorem A. Dokazte, Ze pro
kazdé n € N plati
A"B — BA" =nA""'(AB — BA).

2.2.83
Necht A € L(P,) takovy, ze pro vsechna z € P, je (Azx)(t) = z(t + 1) pro kazdé ¢t € C. Potom
n—1
A= Z ED’“, kde D je operator derivovani na prostoru P,. Dokazte.
k=0
2.2.84
Necht (71,...,7,) je baze prostoru V, nad télesem T, oy, ..., q, navzdjem ruzné cisla z T
A € L(V,) definovany takto: AZ; = a;Z; pro kazdé j € n. Necht B € L(V},), ktery komutuje
s operatorem A. Potom existuji ¢isla fy,..., 5, € T takova, ze BZ; = (3;; pro kazdé j € n.
Dokazte.
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2.2.85

Necht A € L(V},), ktery komutuje s kazdym linedrnim operdtorem B € L(V},). Potom existuje
¢islo o € T takové, ze pro vSsechna ¥ € V,, je AT = ai’. Dokazte.

2.2.86
Necht A, B € L(V) takové, ze 2A — B # I. Potom A* = A, pravé kdyz B* = I. Dokaite.

2.2.87
Necht A, B € L(V,). Potom AB — BA # I. Dokazte.

2.2.88

Ukazte, ze tvrzeni z predchazejiciho piikladu neplati, je-li dim V' = +o0.

2.2.89

Pro¢ z4dné zobrazeni A : C? — R? nenf linedrni?

2.2.90

Necht A € R*?. Definujeme zobrazeni A : R? — R? pfedpisem AZ = A - 7 pro kazdé 7 € R
Ovéite, ze A € L(R?). Zkontrolujte, Ze operatory A uréené nasledujicimi maticemi A ptisobf
tak, jak je uvedeno v zavorkach.

a) A= <(1) _?), (A je zrcadleni nebo osové soumérnost podle osy x.)

b) A = ((1) é), (A je zrcadleni nebo osova soumérnost podle osy = = y.)

c) A= <_(1) _?), (A je stiedova soumérnost.)

sinf cos®
elementarni matice rotaci.)

f sind . , y . , . - s
d) A = <COS Sl ), (A je rotace o thel 6 po sméru hodinovych rucicek, matici se Fikd

e) A= <% (1)), (A je prodlouzeni resp. zkréceni ve sméru z.)

f) A= <(1) (i), (A je zkoseni ve sméru z.)
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2.2.91

Necht P,(Q jsou vektorové prostory nad stejnym télesem. Necht A : P — @ je izomorfismus.
Ovérte, a zapamatujte si!

a) dim P = dim Q.
b) Je-li (Z4,...,%,) LN soubor, pak (AZy,..., AZ,) je LN. (Na toto tvrzeni sta¢i A monomorfni.)
c) Je-li P, CC P adim P, =k, pak A(P;) CC @ (na to staci linearita A) a dim A(P;) = k.
d) Je-li (Z4,...,4,) baze P, pak (Azy,..., AZ,) je baze Q.

)

e) Analogicka tvrzeni plati i pro A~

2.2.92

Jak je mozné, ze funkciondl ¢ : R? — R definovany pro viechna 7 = (xl

) € R? jako

)
o(Z) = 2} + 3

neni prosty, ackoli ker ¢ = {0}?

2.2.93

Uvazujme vektorovy prostor Sipek (zacinajicich ve stejném bodé — pocatku) v roviné. Necht
je dana piimka p prochéazejici pocatkem. Rozmyslete si, ze zobrazeni, které kazdému vektoru
pritadi jeho kolmou projekci na primku p, je linearni a ze jeho jadrem je piimka g prochazejici
pocatkem a kolmd na p a jeho oborem hodnot je pfimka p. Rozmyslete si analogickou tlohu
v prostoru, tj. kolmou projekci vektoru na rovinu prochazejici pocatkem.

Vysledky
pouze b), c), f). pouze a), b). pouze b). m kazdé, pouze a), b), d). [2.2.5
a), b) ano, ¢) jen pro ¢ = O, d) pouze kdyz ¢(Zy) = 0.2.2.6| pouze b), c). [2.2.7 ((1) ? _IZ :
1 —1 —1+41 -y —2—17 —2—1 —142t —14+3t —1+2 598 ) 2 0
1 1 1)\ 2 1 0) p 1 o) =9 \o o)
00 16 47 —88 -2 2 0 4 5 3 6
b) (1 2).2.2.9 18 44 —-92 .2.2.10&) 0 10 ,b) -6 -9 -5 .2.2.11(18>.
12 27 -39 2 =2 2 6 10 6
6 _a 8§ —1
3 ‘? i _g L ] ~1 21 010
2.2.12 o213 | 7% T3] 214 -2 3 1].215 0 0 1],
0 -1 -2 1 0 0
-2 2 1 1 0 0
1 2 0 2 0 0
-1 1 0 -1 0 1 1 1 1
1 _
-1 0 0], 0 —1 11,10 1 1 .2.2.16—{—2.2.171(3 é _;)
2 01 1 1 -1 1 0 1
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. 12.2.47 —261 + [—61 + e9 + 63])\.

|

3
-1

0
—1

reseni.

2.2.41la) n—1, 1, ey, b) +00, 1, €1.[2.2.42{n, 0, neexistuje. [2.2.43| +00, 0, neexistuje. [2.2.44| nema
-1
3
-1
-3
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3
1 3
2.2.48 4| ».12.2.49 €2 + e + [e1]a- [2.2.50] pro a # 3 nemé feSeni, pro a = 3 {3e; — es}.
4
68 58 —81 =27 g —2 —g —2 213
2.2.51 (—89 _95). 2.2.52 <—56 _19). 2.2.53 a) 1 -3 92 0 , b) —51)) —2 ?gj
10 2 1
1 -2 12 1
0 -1 10 1 109 93 —4 8
2.2.54] 9 911 0 .12.2.55 ( a4 29). 2.2.56 <_12 O>,an0.
3 =3 60
5 5 N ()
2257 o o |- [2258 &(BA)? 0 _2 2.2.59) (72, —15,—15),| [0, | 24
2 =2 2 4 0
6 13 _42
2.2.60 (0 1>. 2.2.61| a . [2.2.62H2.2.63| pro a # —3 je h(BA) = 3, pro
—2 1
0 -1 1 1
= —3 h(BA) = 2. 2.2.64 1 , 2 . [2.2.65] (—4ey + e3). 2.2.66 11,13
-1 1 4
m?) proa# 1,1 proa=1. m 2ep + [e1]. 2.2.71] k = n.[2.2.72] a) zaméni se i-ty a j-ty

sloupec, b) zameéni se i-ty a j-ty fadek, c) i-ty sloupec se vyndsobi «, d) i-ty raddek se vydéli a.

R.2.74ne.[2.2.76/m-n.2.2.771a) n-d(A), b) n-d(A).R.2.7§ n* —nm.R2.8Y T € L(P), (Tx)(t) =
‘-

2(t),DT —TD = I.
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Kapitola 3

Soustavy linearnich algebraickych
rovnic, Frobeniova véta

3.1.1

Necht hodnost matice homogenni soustavy linedrnich rovnic je o jednicku mensi nez pocet
neznamych. Pak libovolna dvé feseni této soustavy maji tu vlastnost, ze jedno z nich je
nasobkem druhého. Dokazte.

3.1.2

Necht A € T™". Potom existuje nenulovy polynom ¢ s koeficienty v télese T takovy, Ze
©(A) = O. Dokazte.

3.1.3

Budiz ddna nehomogenni soustava linedrnich rovnic (feSitelnd) a linedrni kombinace jejich
reSeni. Kdy je tato kombinace fesenim této soustavy?

3.1.4

Naleznéte nutnou a postacujici podminku pro to, aby fesenim dané soustavy linearnich rovnic
(Fesitelné) byl:

a) soucet jejich libovolnych dvou fesent,
b) nasobek libovolného jejiho feseni pevné zvolenym ¢islem o € T') o # 1.

3.1.5

n

A~

Bud'te (v, ...,an) a (B,...,0,) dvé feSeni soustavy linedrnich rovnic Zaijxj =b; (i € m),
j=1

a € T. Najdéte soustavu m linearnich rovnic o n neznamych s tymiz koeficienty u neznamych

jako ma dand soustava tak, aby nova soustava linedrnich rovnic méla feseni:

a) (041 +51,...,Oén—|—ﬁn>,
b) (aaq,...,aq,).

Kolik takovych soustav existuje?
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Naleznéte mnozinu vsech feseni nasledujicich homogennich soustav linedrnich rovnic:

3.1.6

3.1.7

3z
—2x
3z

3.1.8

4x
—2x
2
5%

3.1.9

Tx
13z
3T
3

3.1.10

T—y+z24+t=0

+ + 4
W~
<

14y
36y
25y

4y

+ 4+

+ b5z

+ Tz

— 10z
— 19z
+ 2z

— 2t = 0
- 9 0
+ t =0
-t =0
+ 4 = 0
-t =0
+ t =0
+ 11t = 0
+ 19t = 0
+ 2t = 0
+ 5t =0

—r+y+z+ut+v =0
r—y+z+ut+v =0
r+y—z+u+v =0
r+y+z—u+v =0
r+y+z+u—v =0

3.1.11

3.1.12

3.1.13

3.1.14

2¢ +
Sr +
9z +

3x
6x
2x

T

12y

10y
16y
2y
Y

Tr—z
Y—Uu
—r+z—
—ytu—t
—zZ+v
—u+t

r—z+v
y—u-+t
r—y+uv—1
y—z+t
r—Uu-+v

z
z
2z
4z

+

2z
112

6u
2u
Tu
Yu

o O OO

2v
2v
4v
8v

o O OO

Naleznéte mnozinu vSech feseni nasledujicich nehomogennich soustav linearnich rovnic:

r+y+z+ut+ov=1

2r4+y—z+1t—3u=1,

3.1.15

3.1.16

3.1.17
2+ y
—1lz + 2y

t — 3u=1
t + 3u=-1

95

3.1.18

3.1.19

2x
3x
5%
2x

8 8

<

2y

+ +

W

2z

3t
2t
3t



3.1.20 3.1.25

r + y+ z+ u+ v= 7 2r + 3y + z + 2t = 4
3r + 2y + 2z + wuwu — 3v = =2 4 + 3y + =z + t 5
y + 2z + 2u + 6v = 23 br + 1lly + 8z + 2t 2
or + 4y + 3z + 3u — v = 12 20 + by + 2z + t 1
le — Ty — 2z + 2t = 7
3.1.21
r + 2y + 3z + 4 = 11 3.1.26
2 + 3y + 4z + t = 12
3r + 4y + 2z + 2t = 13 4bx — 28y + 34z — 52t = 9
dr + y + 2z + 3t = 14 36r — 23y + 29z — 43t = 3
3bxr — 2ly + 28z — 45t = 16
3.1.22 AT — 32y + 36z — 48t = —17
T4 % 4+ 32 — t = 1 21z — 19y + 22z — 35t = 6
30 + 2 + 2z — t =1
2 + 3y + z + t =1 3.1.27
20 + 2y + 2z — t =1
5r + 5y + 2z = 2 T+ T2 A T3 + o, =1
T + 13 + T4 + + x, =
3.1.23 Ty + T2 + x4 + + oz, = 3
2t + Ty + 32 + t = 6 Do
3r + 5y + 2z + 2t = 4 Ty + T2 + T3 A+ ...+ Tpr =N
9 + 4y + =z + Tt = 2
3.1.28
3.1.24
8¢ + 6y + 5z + 2t = 21 Tp F T4 Tt T =1
1 + T3 + xa + + oz, =
3x + 3y + 2z + t = 10 o 4z 4+ e + 4z _ 3
dr + 2y + 3z + t = 8 ! 2 4 "
3t + by + z + t = 15 : :
v + 4y + 5z + 2t = 18 1 + T2 + x3 + + T, = n
3.1.29

Zjistéte, pro které hodnoty parametru a maji nasledujici soustavy linearnich rovnic netrivialni
feseni a urcete dimenzi vektorového prostoru vSech feSeni danych soustav:

a) b)
r + oy + 2z + au = 0 ar + y + 3z + 2u = 0
ar + y + az + uwu = 0 r + vy + az + au = 0
r — dy + 3z + 2u = 0 2 + 3y + 22 + 2u = 0
2 — 4y + 4z + 3u = 0 ar + y + 4z + 3u = 0
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3.1.30

Zjistéte, jakou podminku musi splhovat parametry «, 3, aby nésledujici soustava linearnich
rovnic méla netrivialni feseni a urcete dimenzi vektorového prostoru vsech feseni této soustavy:

2 + 3y — =z =0
ar + Py — 2z =0
-y + z =0

3.1.31

Naleznéte nutnou a postacujici podminku pro parametry «, 3, tak, aby nasledujici soustava
linedrnich rovnic méla netrivialni feseni:

ar + y + =z =0
r + By + =z 0
r + y + vz =0

3.1.32

Jakou podminku musi spliovat parametry «, 5,7,0, A, aby v nasledujici soustavé linearnich
rovnic bylo mozno neznamé z, u volit libovolneé:

y + az + Pu = 0

—r + + vz + ou = 0
oar + Yy — du = 0
0

Br + oy + Az =

3.1.33

Naleznéte vsechny hodnoty parametru A tak, aby nasledujici soustava linearnich rovnic byla
resitelnd. Kolik nezndmych je libovolné volitelnych?

2 — y + z + u = 1
r 4+ 2y — z + 4du
xr + Ty — 4z + 1lu = A

I
S

3.1.34
Br + ay =
Soustava rovnic yx + «az = [ maprave jedno feseni. Dokazte, ze pak je afSvy # 0

o+ fro= a
a naleznéte toto Teseni.

)

Naleznéte mnozinu vSech feseni nésledujicich soustav linedrnich rovnic v zavislosti na parametru A:

3.1.35 3.1.36
A+ oy + oz =1 X+ oy + oz =1
r + Ay + oz 1 r + Ay + oz = A
r + y + Az =1 T+ oy + A= A
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3.1.37
e + y + oz =1
r + Ay + z = A
r + oy + A= X\
3.1.38
1+ Nz + y + 2
r + (I+Ny + z
r + y + (1+XN)z
3.1.39
AXv + oy + oz + u =
r + Ny + oz 4+ u =
T+ oy + A+ u =
r + Yy + oz 4+ Au =
3.1.40
X+ oy + oz + u =
r 4+ Ay + z + u =
r + y + Az 4+ wu
r 4+ oy + oz 4+ Al o=
3.1.41
2 — y + 3z + 4du =
dr — 2y + Hz + Ou =
6z — 3y + Tz + Su =
A — 4y + 9z + 10u =
3.1.42
2 — y + 3z + 4du =
drv — 2y + 5z + Ou
6r — 3y + 7z — Adu =
A — 4y + 92 + 10u =
3.1.49
A + (AN—-1y +
2z + 6y +
A+1z + (AA+2)y +
T + 3y +
3.1.50

XM+ y + z 4+ u = 0
r + Ay + z 4+ u 1
A+Dz + y + Xz + u = A
_ 4 3.1.44
= A\ XX+ y + 2z + u =1
= )\ T 4+ Ay + 2+ u = A
r + y + z + u = N
1 3.1.45
A
)2 x4+ 2\y + z =1
)\3 20 + My + (MA+Dz = A
3.1.46
1 x4+ Ay + Az =1
1 -z + My + z =1
] x4+ Ay + z = A
Ar + Ay + 2A—-1)z = 2—-)
5 3.1.47
7 M o+ oy + A= 1
9 A o+ Ay oz o= A
11 r 4+ Ay + = A
5 3.1.48
7 A+ Dz + y + z = A +3)\
9 r + (A+1ly + z = M43\
11 T+ y + (A+1)z A 3N°
N+ A+1D)z + BGr+Du = AN+
A+ 1)z + Su = 3\°
A+12%2 + BA+3u = NP +IN+A+3
Az + 2u = M\

Naleznéte mnozinu vSech feseni nésledujici soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parametru

G:

Br — (BFF—1y + 0z + u

p
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3.1.51

Naleznéte mnozinu vSech feseni nésledujici soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parametru
G:

br + y + =z = 0

Bz + By + =z =

Br + By + Bz =

3.1.52

Naleznéte mnozinu vSech feseni nésledujici soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parametrech

B,
pr + By + 9z = 1

3.1.53

Naleznéte mnozinu vSech feseni nasledujici soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parametru

a 2 3
ar + a7y = o

r + oy + az = «
—x + y — az = 1

3.1.54

Naleznéte mnozinu vSech feseni néasledujici soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parametru
B:

20 — 2By + (24+P)z — u = 2

pr — By + u = p

3.1.55

Naleznéte mnozinu vSech feseni nasledujici soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parametru
o

—ar + y + az =1

’r + Yy + az = «

—adr + ay + oz = «

(@®*—a)z + 2y + 22z = a+1

2

Naleznéte mnozinu vSech feseni nasledujicich soustav linedrnich rovnic v zavislosti na parametrech

a, fB3:

3.1.56
(a+Dz + B+Dy + @+ +a+pB)z = 8B
B+Dz + (a+l)y + @+ +a+fh)z = ~a
xr + y + (a+pB)z = 0
3.1.57 3.1.58
ar + y + 2z = 4
r + Py + z = 3 ar + ay + z = «
xr + 28y + z = 4 Br + y + az = pB
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3.1.59

ar + By + az + pPu
3.1.60
ar — Yy — z =
—r - Yy - z =
r + ay + pz =
3.1.61
2a—1)z — vy =
(a+2)x + 2z =

3.1.62

ay + o’z

ay +  afz
A’y + a’Bz

8 8
+ o+

B

8

3.1.63

ar + Py + =z
r + afy + =z
r + Py + az

3.1.64

ax + az
’r + y + afz
afx + y z

3.1.70

(@ +a)r +
(a+2ab)r +
(@® —2aB)r +

3.1.71

(o —
(@®*—2a—1)y + az =
2a+28+ 1)y

3.1.65
Bx + y + 2z = -1
24+28)r + (a+4)y + 3z = -2
2-268)r + (a—1l)y — 2z = 5
3.1.66
ar + Yy + z = «
—afr — Py + az = 1
3r + 2y — 2z =0
3.1.67
ar + y + z = 1
afr + Py — az = —«
v + 2y — 2z = 0
3.1.68
ar + Py + 2z = «
fr + y + 22 =1 (a€eR)
ar + y + z = f
3.1.69
ar + y + az = f
Br + 2y — z = a (BeR)
ar + ay + o?z =1
)y + ax = af
aff — (B €R)
= B +af+2

Naleznéte mnozinu vSech feseni nasledujici soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parametrech

a, B,7:
5%

dr + 6y + (y—1)z =
3v + 3y + (v+4)z =

Y

4z = a+f
9-p
9—a—pf
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3.1.72

Naleznéte mnozinu vSech feSeni nésledujici soustavy linedrnich rovnic v zavislosti na parametrech

a?ﬁ?’}/JA:

A + oy + oz = «
r + Xy + z = f
r + Yy + Az =7

3.1.73

Naleznéte mnozinu vSech feseni nésledujici soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parametrech
A1, A2, ..., Qp, T Z 2

T+ T2 = o
To + x3 = Q9
Q:nfl _'_ 'T'n, - a{nfl
x, + 1 = aqa,
3.1.74
o
Uréete viechny vektory [ 8 | € C? tak, aby kazdy z nich byl ndsobkem néjakého Fesen{ soustavy
8

linearnich rovnic

DO
&
+
DO
W
I
™ L

Urcete o jaké nasobky jde.

3.1.75
o
Urcete vSechny vektory g € C* takové, aby jejich k-ndsobek byl fesenim soustavy linearnich
)
rovnic
— 2y + 3z + 2u = «
r + y + z — u = f
2z = 7
r — vy + u =9
Jakych hodnot muze k nabyvat?
Vysledky
3.1.3| soucet koeficient kombinace musi byt roven jedné. [3.1.4] a), b) homogenita soustavy.
1 -1 1
315a)zn:a--x-:2b- iem b)zn:a-~x~:ozb~ i € m, prave jedna.|3.1.6 L 0 0
oL — ] 79 ) — )Y (2] ) O ) 1 ) 0
” ” 0 o/ \1/],
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1 0 /11 —1 0 8
-3 0 0 0 1
3.1.7] 9 .13.1.8 0 .13.1.9 e E 13 .13.1.10 8
0 N 0 | \—7 0 —14 \ 0
4 3\ B .
0 1 0 0 0
0 1 -1
0 0 1 0 0 1
3.1.11 0 .13.1.12 .13.1.13 .13.1.14 21,13 )
0 1 0
0 0 0
0 0 0 1 0
) L \0/ | | \0 1/ ] \ ] A
2 3 -1 1 -1 0 3 -1 2
0 0 0 0 2 0 9 -3 11
3.1.16[ | O | + 01, 01,121, 0 3117 1 0] + 01, 01,115 .
0 0 2 0 0 1 0 5 0
1 I 2 0 0 0 N 0 [\ 0 0 N
1 -1 —1 —1 -1
0 1 0 0 0 é (1) (1)
3.1.15( | O | + 01, 1], 0 0 .13.1.18 + ,
1 -1 -1
0 0 0 1 0 1 0 9
0 i 0 0 0 1) ] N A
—16 1 1 5
23 -2 -2 —6 ? _i
3.1.19nema teseni. |3.1.20 0+ 11, 01, 0 13.1.21 1 13.1.22 1
0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 \
5 -1 I 1 1 3
-7 1 —2 -5 0 P
5 .13.1.23 0 + o] 11 .13.1.24 5 .13.1.25| nema Teseni.
i 6 N 1 | \—1 ( 1()) \ 11
4 nin — 3\
1+ 5 (n+ 1) . 3\
; —1 2(n— 1)
3.1.26 4 . 13.1.27 _g . 13.1.28 : . 13.1.29 a) pro
-3 . n(n+1) —n
: 2(n — ]

kazdeaGCdlmS—lproa%l dlmS—Qproazl

g —2,dim S = 1.
52
dvé. [3.1.34 z =
1
A2
ATQ
A+2

5131 0 -
2

257 ’
1
1:10] +
0

L

2y

) pro zadné «a. [3.1.30

«

5,

b
(a+f+7)+2=0.BI3YA = ad — fy. BL3F X
g
—O‘+ s PN A LAN A2
0 , A = —2: nemad Teseni. |3.1.36| A # 1 A X #

A
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( A+1Y)
A+2 1 -1
-2 — ,A=1:10] + 0 , A = —2 : nema TeSeni. |3.1.37| A #
A+ 2 0 1
(A+1)2 A
L\ A+2 /)
( M +A+1 )
1A_+AQ2 1 —1 —1
IAN# =2 s, A=1:10] + 1], 0 , A = —2: nema
A+ 2202 420 + 1 A
\ A+ 2 y,
( 2_)\2 3\
AN +3)
220—1
feseni.|3.1.38 X # 0AN # —3: )\ T 3 >, A = 0V = —3: nema feseni. [3.1.39| \ #
>\3+2/\2
\ /\+3 )
( AN 420 +2 )
A+3
AN 1 S1\ -1\ (-1
_a. B _1. |0 1 0 0 _
LAN#£ —3: i oA=L | |+ ol L 1l ol o 2=-3
A+3 0 0 0 1)1,
N3N+ 2041
L A+3 )
( ]_ )
A3 | S\ -1\ =1\
o A D 1o 1 0 0
nem4 resent. [3.1.40[ X # 1AN # —3: T A=1 |+ ol 111 ol
A g3 0 0 0 1) ],
L \A+3/ ) _ _
0 0 0 1 0
e |4 —2 |4 2| [ -2
A = —3: nemd TeSeni. |3.1.41| A # &: 3 + 9 , A =& 5 + ol 1o
0 1], o/ [\o 1)1,
0 0 0 0 1\ |
4 4 —2 4 2
BLA2NA LS ¢ | o[ o A==8 o[+ || S| A=8 {5+ |[o]] -PLagr£0:
0/ 0 1 0 0/ |,
—1
1 —A —1-=A 0
i‘ + 1 , A = 0: nema Teseni. [3.1.44 X\ # 1: _O)\ + (1) ,
2 _ 2
A+; 1 SEPYAR (1+A) -1/ 1,
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1 1 1 1 -

0 1 0 0 b A
A=1: + , , A3 LABN F OAN# =2: [ 210N |+ 1-A

0 of -1 0 1 2oy

0 1 — :

A A+2
—1 N4 =2
=\ PO
A=0: ol 111 , A = —2:nemdteSeni. [3.1.46| X # 0AX # 1AX # +i: 32\ +1
1) L\, ¥4
0 [/ 0 A
A=1 1]+ 1 , A=0V A =149V \—1i nema feSeni. |3.1.47| X\ # £1: 1 ,
0 -1 -

—_

L A
1 1 0 -1 0
0 —1 —1 N 1 N
2 —\? —-1 —1
{( 2\ —1 )}, A= =3 [111],, A = 0: ( 1) , ( O)] . [3.1.49 nem4 feseni pro
22— A -1 0 1)1,

zadné . [3.1.50

([}~ <%;

1] . [B.154 8 £ —2 X

0/ 1, 3

] .3.1.55@#0/\@#1/\@#1:{
A

oo o =
_|_
|
—_
oo, ™
= S
I
|
N}

o O O = I
N~ — N~
+
N OO =

0
+ [ ( O) ] , v ostatnich pripadech nema feseni. [3.1.56|a #£ (:
- A
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( 1— 25 )
-1 0 B(1—a)
11,10 , a = [ # 0: nema teseni. |3.1.57 o # 1 A # 0: — >
0/ \1/ 1, 48 —1—2a8
\ 8(1 — CY) ),
1 2 -1
a=1AN08==12]+ 0 . v ostatnich pifpadech nem4 feseni. |3.1.58 B # o
0 1
A

SENEIOR

e}

e}

p— 0 »
(1 , , v ostatnich ptripadech nem4 resSeni.
1
L A
0 —p —1 —p 0 0 1
0 0 0 Q@ -1 0 0
3.1.59a#A0ANB#0 1 + NE e 0 ,a=0A0#0 ol 11l 1o
0 a 0 0/ 1, 1 0 0
1 -1 -1 -1
a#0NE = 8 + 8 , (1) , % ,a=F3=0R"[31.60a# —-1AB+#a:
0 o 0 0/ 1,
0 _ ;
0 0 0 0 —p—1
) ,a=0: -1+ -1 ya=—1. -1+ b—1 , v ostatnich pripadech
0 0 '\ 1/, 0 2 1y
¢ B—2
5 _ oz_ﬁ 1 —1
nema feseni. [3.1.61|a # 0: a ,a=0A3=2: | -2 |+ 1 ,a=0A[#
a—%—l—? 0 1 A
\ e
( 052(5— 1) )
T VIO
2: nema teseni.|3.1.62|a # 0N« # f3: ,a=0=1. 10|+ 11, 0 ,
ala — ) 0 0 1
a—1 A
\ oa(ﬁ—oz) /
( a— )
(o —1)(ax + 2)
v ostatnich pfipadech nema feseni.|3.1.63|c # 1A« # —2A 8 # 0: af+p5-2 o=
PHEP i N Bla-—De+2) | ("
a_
A\ (a—=1)(a+2) /)

2
-1
2

0

) o= )

)
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—1

0
1

):| , v ostatnich pripadech
A



4 25_1_ 1 \
Hip (3
nema feseni. |3.1.64|a # 0N« # 20: 5 ,a=—1INF=—=: 0|+ 1 ,
a R
a+ 0 2/ 15
L \a(a—206)/ )
( 2 )
B
) . ) ) 36 —4
v ostatnich pfipadech neméd feSeni. [3.1.65( a # —1 A S # O: m , a0 =
4 —68 —3ap
3 \ B(O{ + ]') /
4 [ 3 0 3
—1ApB= 3 o+ 1 , v ostatnich ptipadech nema teseni. [3.1.66| o # 3 Ao # —[f:
-3 -1/ 1,
( 202 —aff —3 )
@f—-3a" +at3d ,a = =-ANpB =1. | —-1| + —2 , v ostatnich pripadech
1+ ap A
{ a+p J
1 0
3 3— 20 1 —3
nema teSeni. [3.1.67 o # = ANa £ —f: - ,a=—06: |3 |+ 3+« ,
2 20 — 3 5 20 — 3
1 3 A
([ 1—a—28+26%\)
(1- g)(ﬂ — 2a)
v ostatnich pfripadech nemad teseni. 3.1.68] 8 # 1 A [ # 2a: 1 g ,
B3+ a?+a—3aB
(\ (1=8)@a-p) /|
1 1
a=1ANp=1.10]+ -1 , v ostatnich ptripadech nema teseni. |3.1.69 o # 0 A v #
0 0/ 1,
( 1—ap )
a— o?
LA 1 ad—a?—a—3a8%+1 LA . _g 3
aF =y (@ —1D2at 1) ya=1AB=1: X + )
B+ a®—a?—2a—ap?+ 208 - A
( (a—a?)(2a+1 J
v ostatnich ptipadech neméd feseni. [3.1.70l @« # 0 A o # 20 N a # —20: jediné TeSeni, a =
0 1 0 0 1
OANp =1 [1] + 0,10 ,a = —2ANp=—-1.|-1] + 0 ,a = —2 A
0 0 1], —4 1)1,
0 1 -1 3
=1 |—-1]+ 8 ,a=2AN[0=—1 31 + —8 , v ostatnich pripadech
—2 25 N -1 —1 N
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Y(4a+38) 4+ 2a+ 108 4 153\
17(y+9)
nema feseni. [3.1.71 v # —O: 7(3a —26) — 7o — 355 + 153 , Y= —9AN2a+ 5 =09
17(v+9)
9—2a—p
\ v+ 9 y,
6+ 558 +9
34 1
—4a+96+45 [ 4 || 1 , v = —9A 20+ B # 9: nema teseni. [3.1.72/ X £ 1 A\ # —2:
304 \1/ ],
(/oA +a—F—7\)
(§+2)()\—1) 5;0‘ .
_|_ — —
p foa—g YN FE 2N Na+ B+ =0 0 + 1 s, A=1ANa =
A+2)(A—1) 28 + 1
AN+vy—a—p 3 A
(N A+2)(A=1) / )
« -1 —1
=~ 10] + 1], 0 , v ostatnich pripadech neméd teSeni. [3.1.73| pro n liché:
0 0 1],
Qp — Oy + Qg — ... — Qg +
2
a1 — O+ Q1 — ... — Q3+ Qo
2 , pro n sudé: je-li ay + az + ... + a1 # as +
an_l—an_g—i—'...—al—i—an
\ 2 J —- -
0 _1
aq 1
ay+ ...+ a,, nem4 feseni, v opacném pripadé: Gy — Qg + ] -1
Q1 — Uy + ... — Qg9 + 1
o/ A
«a 0 o 2 «
3.1.74 { B ] = | 0| — libovolny nésobek, | 5| € 2 — jednonésobek feseni, | B | €
gl 0 Y -1/ 1, g
Ny ) [ ol
01,11 — dvojnasobek teseni.[3.1.75 = —k libovolné, € —
1 0 vy 0 vy 0
4 ) 0 ) 1)1,

1
k= 3 libovolné.
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Kapitola 4

Linearni variety

4.1.1

Naleznéte parametrické rovnice variety W C R?, je-li:

a) W =2z —3y=—4, O W= G) N (i)L
W=y 0w =|(2)-(5)],
4.1.2

Naleznéte parametrické rovnice variety W C R?, je-li:

a) W =2z —3y=—4, 1 2
oo W=1||-1],13],
[\ 0 1
[ /1 -1
b)WEa:—y—szl ) w=112],1 0],
20 + 3y — 2z = =27 | \3 3
4.1.3

Naleznéte parametrické rovnice variety W C R?, je-li:

a) W= 2z — 3y = —4, 1 2
-1 0
W= o2 + vy — 2 + u =1 o) W= 3110}
b) 2x + u = , 4 1
z — u = 0

Q) W= {ad € R'p1(d) = 2 A p2(@) = —1}, kde 1,2 € (RY)¥,

1 0 1 2 0

2 1 0 1 2
(901>5# = 1! (902))(# = 21’ X = 11 ol | =11

2 —1 1 —1 1
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4.1.4

Naleznéte neparametrické rovnice variety W C R?, je-li:

SRENG E
o[-, R

C)sz:3—3t
y = 1 + 2t°

8
|

Il
8
|
—

4.1.5

Naleznéte neparametrické rovnice variety W C R?, je-li:

W= 2 =1 — ¢ 1
a) y = 2 + 3t, c) W= 2 ,
z = 2t i 3 N
W= o2 =1 4+ 3t — r [ /2 1 1 —1
b) y = t + ) d) W = 4 9 1 ) ) O
z = 3 - r |\ 2 3 1 N
4.1.6
Naleznéte neparametrické rovnice variety W C R*, je-li:
W= o« = 1 + r 1 2 —1 0
y = 2 — 3r B —1 0 1 2
a) s o= —1 + 29 c) W= sl fo] | 2 =1
u = 1 4 1 0 -3 N
W= o2 = -2 + 3r — 4s — 3t
b) Y 3 + s 4+t
z 1 + 5r + 25 +
u = —1 4+ 2r + 3s + 2t

d) W = {@ € Rps(a@) = 2 A p2(@) = —1}, kde 1, ¢ € (RY?,

1 0 1 2 0 2
2 1 0 1 2 -1
(901)5# = 1|’ (902)?(# - 21’ X = 11| ol | =1 1
2 -1 1 —1
4.1.7
1 -1 -1 0
) 4 1 1 2 1 : o . ,
Necht W C R*, W = ol ol NEE . Necht ¢;(@) = a4, € [, jsou vektorové
0 0 1 1

rovnice variety W (¢; € (R*)#, a; € R).
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a) Cemu je rovno I?

3 5) 4 7
y L 3 =7 5 8 .
b) Urcete (@;)x#,1 €1, je-li X = nE sl l=7113 béze R*.
-9 2 -3 4
4.1.8

Zjistéte, zda nésledujici soubor vektorii z prostoru R? je afinné zavisly ¢i nezavisly:

1 1 0 2 1
a) [ 2] ], (s 5. (1].[3]],
0 4 ~1 1 0
0 ~1 2 0 1 3
b) o, 2| [ e | [a].[o].| 2].[-1
0 4 1 1 -1 -2
1 0 2
o[ 1-1).11].[-2]],
2/ \4 3
4.1.9

Naleznéte véechny hodnoty parametru o tak, aby nasledujici soubor vektori z prostoru C* byl
afinné nezavisly:

a) 1 Y

O = =
=N = =

1 -1 -7
o a+1 || -3a*>+4a+2
a+1 a —a—1

3 2 2 4
0 3 4 4
a+1 (43| |a—10]"
1

a+2 a?+1 &fBaQ) 1
1
1
1
1 2 1
Qa Q 2 o — 2 20
0 1 —a a+2 0

-1’1 1—4 |’ 2—3 ’ 0’1 0O
- 2 —« 4 — 27— 3« 1 7
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4.1.10

Sall
I

oy
I

Zjistéte, zda vektory a, l;, c, de R @ =

= w O =

a) na jedné piimce, b) v jedné roviné.

4.1.11

Dokazte, ze:

a) Kazdy jednoélenny soubor vektort je afinné nezavisly.

b) Dvojclenny soubor vektoru je afinné zavisly, pravé kdyz vektory tvorici tento soubor jsou

stejné.

4.1.12

Kazdy linearné nezavisly soubor vektoru je afinné nezavisly. Dokazte. Plati téz obracena implikace?
Uved'te vhodné piiklady.

4.1.13

Naleznéte primnik linedrnich variet Wy, W, C R? (parametrické i neparametrické rovnice —
existuji-li), je-li:

a) W= o + 2y = 1, Wo= 20 — y = 2,
b) Wi= 2z — 3y = -1, Wo= o =1 + 3t
y = 2t 7
o) Wi= 2z = -1 — ¢ Weo= o = t
Yy = 6 + 2t° =3 — 1
4.1.14

Naleznéte primnik linedrnich variet Wy, W, C R?® (parametrické i neparametrické rovnice —
existuji-li), je-li:

Wi= oz = -2 + 3t Wy= x = 3 + Tt
a) y = 2t y = —2 — 3t,
z = T z = 2 4+ bt
1 2 0
b) W = —11,13],[1 , Wo= o — 3y — 4z = —11,
0 1 2) ],
o) Wi= oz — y — 22 = 1 W= 2¢z — vy = 2
2 + 3y — =z = =27 r —y — z = 07
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d) Wi ={aeR%p(@) =—1},kdep € R (plae = 2|, x=(1].[-1].] ©
-3 1 0 0
Weo= z = 1 + ¢t 4+ 3s
je béze R?, y = —1 + 3t — 3s.
z = 1 + 2t 4+ 2s
4.1.15

Naleznéte primik linedrnich variet Wy, W, C R* (parametrické i neparametrické rovnice —
existuji-li), je-li:

1 -1 0 1 0 1 1
0 1 1 -1 1 2 -1
a) - O 1 9 O 7W2 - 1 ) 1 9 1 ) 1 )
1 0 0 N -1 1 1 0 N
Wi= =1+ r 4+ s 1 2 0
y =1 — r + 2s - 1 3 1
b) z = o — s V2=l |21 ]| ’
w = 2 — r — s 0 1 2 N
1 -1 0
112 -1 0 Wo= o2 + y + 22 — u = 2
OWi=11s]| ol 1] x = 0
1 2 0 N
d) {@ € R%p1(@) = =1 A pa(@) = 2}, kde 1, 05 € (RY)7,
1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 ,
(901)5# - 0 (302))(# — 11 X = 11’1l lol 1o baze R4
0 1 1 0 0 0
Wo= o =1 + t + r 4+ s
Yy = 26— r
z =1 — t
u = t + 2r
4.1.16
Nechf Wy, Wy C R?, Wy = @ + [b]y, Wa = @+ [d],. Naleznste Wy N Wa, je-li:
2 2 1 1
1 B 3 1 B 2
a) d= 11,b6= 11,c=1|2],d=1]1
3 1 1 0
-3 —1 2 1
3 1 2 2
1 B 0 2 B 1
b)ya=|2|,b=|1|,é=]-1],d=1]0].
1 1 -1 1
3 2 —2 1
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4.1.17

Necht Wy, Wy C R3. Naleznéte neparametrické rovnice Wy + W, je-li:

1 -1 . B
wy= (1], 3 ,WF“T:?.
2 2/ | vo=
4.1.18
Necht W;, W, € R Naleznéte neparametrické rovnice Wi + 2Ws, je-li:
Wi= o = -1 + t + 2r 1 2 1
y = 2 4+t B -2 -3 0
e o[ of |-t
u = t 2 3 4) 1,
4.1.19
Necht Wy, W, C R*. Naleznéte parametrické a neparametrické rovnice variety Wiy 4+ W, je-li:
1 -1 0
W 2 —1 0 Wo= o + y + 22 — u = 2
sl oof ) T =0
1 2 0/ 1,
4.1.20
Necht Wy, W, C R?*, Naleznéte parametrické a neparametrické rovnice variety 2W; — 3Ws, je-li:
1 3 _
Wy = 2| 5 , r — y — 22 + u = 0.
0 2) | r + 2y + u = 2
4.1.21
Vysetiete vzajemnou polohu variet Wy, Wy C R3, je-li:
Wi= ¢z = 1 + 2t
a) y = -3 — t, Wy= 4o + 3y — z = -3,
z = —2 + bt
Wi= o = 4 4+ t 2 0 1
b) y = 7T — 8, Wy= 21, 11,13 ,
z = —11 + 3t 1 -1 4/ 1.
0 -1 Wo= o = b + 2t
c) Wi = 21, 3 , y = 7 — t,
1 2/ 1. z = 6 — 2t
d)lex—y—z——Q Wo= 32 — y + 22 =5
49 — z = 117 r —y + z =0’
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e) Wi = {@d e R%p(a@) =2}, kde p € (R*)#, (e = | -1], X = 1, [-1],(0
2 -1 0 0
1 2 1
je béaze R?, W, = 41,1 21,10
-3 -2 0/ 1.,
4.1.22
Necht Wy, W, C R3. Zjistéte, pro ktera o jsou Wi a Wy rovnobézné, je-li:
W= z = 3 + s Wo= 3z — 4y = 11
z = =2 4+ 5t
4.1.23
Vysetiete vzajemnou polohu variet Wy, Wy C R?, je-li:
1 0 2\ |
Wi= o 4+ vy — 22 — u = =2 AR 1 0
8) 2 + oz — o™=l ol
1 1 1],
4 0 14
b) Wi= 2 — 2y + 32 — 2u = 3, Wy= 1,g>_411 )
1 3 0/ 1,
Wi= -2z + y + 2 + u =1 Wo= 2z = -1 + s
c) xr — y = 0, y = r
Yy + u = 2 z = 2 4+ r — s
u = - r — 25
4.1.24

Necht Wy, W, C R*. Zjistéte, pro které hodnoty parametru a jsou variety Wy, Wy a) rovnobézné,
b) ruznobézné, je-li:

1 -«
R 9 Wyo= o + y = 1
Wi = 0]’ 1 ’ r — z = 2
2 1) ]
4.1.25

Necht Wy, W, C R*. Zjistéte, pro které hodnoty parametru 3 jsou variety Wy, W a) rovnobézné,
b) ruznobézné, je-li:

Wi= 2z — y+3z—u:;7W2

T + 2y z + u

Y

1
B
1
5

O O = =

«
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4.1.26

Zjistéte, jsou-li body a = (_le), b = (_;>, ¢ = (_?), d = (g) z prostoru R? vrcholy

rovnobéznika.

4.1.27
3 1 -1 3

Dokazte, ze body a = | =1 |, b= 2),c= 1],d= | —5]| z prostoru R? jsou vrcholy
2 -1 -3 3

lichobéznika. Které strany jsou jeho zakladnami?

4.1.28

Necht @, g, ceR? a= <_le), b= (1), c= (_(1)) Naleznéte neparametrické rovnice piimky

v R?, kterd prochézi bodem @ a je rovnobéznd s pifmkou prochézejici body b, €.

4.1.29
2 -1 2
Necht @,b,ce R, a=|1|,b=[ 0],é=|-3
2 1 1

Naleznéte neparametrické rovnice pifmky v R®, kterd prochdzi bodem @ a je rovnobézng
s piimkou prochazejici body b, ¢.

4.1.30

Necht Wi, W, C R3. Naleznéte neparametrické rovnice roviny W C R? takové, ze W, C W a
Wy C W, je-li:

Wi= z = 3 + 5t Wo= z = 8 + 3t
a) y = —1 + 2t, y = 1 + t,
z = 2 4+ 4t z = 6 — 2t
b) Wi= 8¢ — Ty — 7z =7 Wo= 3z — 2y — 3z = —15
S5x — 7z = 07 Sy — 3z = 37
4.1.31

Necht @ € R?, Wy, W, C R?. Naleznéte neparametrické rovnice pifmky v prostoru R?, kterd
prochazi bodem a, protind W; a je rovnobéznd s Ws, je-li:

-1 Wi= =z = 1 + t Wo= =z = 2 — 3t + r
a) d= 21, y = —1 — 3t, y = 1 + 2t — ,
4 z = 2 4+ 2t z = —1 4+ t — 2r
2 Wi= oz = -1 + 3t
b) d= 31, y = —2 — t, Wo= 14 + by — z = 40,
—1 z = 2 4+ 2t

75



4.1.32

Necht Wi, Wo, Ws CR} Wi =0 —y+2=0Wo=3z—y—2=-2 Wys=4do —y— 22 =a.
Uréete parametr a tak, aby Wi N Wy N W5 byla pifmka v prostoru R3.

4.1.33

Necht @,b € R?, W C R?, @ = <i>, b= (_il))), W = axr —y = 1 — a. Naleznéte vSechny

hodnoty parametru « tak, aby W protla tsecku s krajnimi body @, b.

4.1.34

Necht Wi, Wy, C R*, Wy = az +28y = v — 1, Wo = (1 — a)z + (1 — 28)y = —v. Naleznéte
nutné a postacujici podminky pro parametry «, 3,y tak, aby

a) Wl = W27
b) Wi, Wy byly rovnobézné disjunktni,

c) Wy, Wy byly ruznobézné.

4.1.35

Necht @ € R?, Wy, W, C R®. Naleznéte neparametrické rovnice viech rovin v prostoru R?, které
prochazeji bodem @ a jsou rovnobézné s Wi i Wy, je-li:

1 Wi= = — 2y =0 Wy= z = t
a=|1], 3z -z =1, y = —1 + 2t

1 z = 1 + ¢
4.1.36

Necht Wi, W, W5 C R®. Naleznéte neparametrické rovnice véech pifmek v prostoru R?, které
lezi ve Wy a protinaji Wy i Wy, je-li:

x _ _
Wi= 3z + 4y + 2 = 2, y = —taW3:2iiZ:§‘
2 = 4 — 2t N
4.1.37
1
Necht Wi, W, C R*, Wy = {d € R%p(@) =1}, kde ¢ € (R))#, (p)rs = 1], x =
-1
1 0 1 W= z = 1 + r + s
21,(1],1|1 je béze R?, y = —1 + 2r — s.
3 2 0 z = - s
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Naleznéte parametrické i neparametrické rovnice pifmky v prostoru R?, kterd prochdzi bodem
1

—1 ] a je rovnobézna s Wy N Wh.

2
4.1.38
1
Necht Wy, Wo, Wy, Wy C R, Wy = {@ € R?|p(a) =1}, p € (R¥)#, (p)ae = | 1],
—1
1 0 1 Weo= o = 1 + r» 4+ s 1 0
2 1 111, y = —1 4+ 2r — s, Ws=1[|2],]1 ,
3 2 0 z = - s 3 2/ 1.
= — = 1
r + 2y - 3z = —4

Naleznéte parametrické rovnice pifmky v prostoru R?, kterd prochazi Ws N W, a je rovhobézna
S W1 N WQ.

4.1.39

Naleznéte vsechny hodnoty parametru a € C, pii kterych je mnozina vSech feSeni nasledujici
soustavy linearnich rovnic primkou:
ar + Yy — z + au = 0
r + ay + o’z

(a+Dz + y + az — ®u = «

I
—_

4.1.40

Nechf A € L(R}R?), W C RS, &A% — (; - _‘f) W = 4z — = — 3. Naleméte

neparametrické rovnice variety A(WW).

4.1.41

Necht X = (x1,73) je baze prostoru Py, YV = (y1,%2,y3) bdze prostoru Ps, z1(t) = 1 + ¢,
1 0

To(t) = 1—t,y1(t) =t, yo(t) = 1, ys3(t) = t* prokazdé t € C, A € L(Py, Ps), *A¥ =2 —1],
3 2

Wi, Wy C Pay, Wi = a+ [z1]x, Wa = b+ [22]a, a(t) =1, z1(t) = 1 =3¢, b(t) = 1 —1t, z2(t) =2 —6t
pro kazdé t € C. Naleznéte bazi zameéteni variety A(W; + Ws).

4.1.42
Necht A € L(R?* R*), W C R®. Naleznéte neparametrické rovnice variety A(W), je-li:
3 9 1 1 5 0 —1 0 0 1
1|1-11 -13 =5 0 -1 —1 0
XAy — — = =
A - 2 3 3 1 9 X g 9 g) 9 ; 9 y 1 ) O 9 1 ) 0
13 17 7 0 1 0 1
=r—2y—z=1.
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4.1.43

1 0
Nechf A € L(R%R?), 245 = |0 —1]|, W C R> Naleznéte A~'(W) (parametrické a
2 2
neparamatrické rovnice — existuji-li), je-li:
1 2 c) W=2r—-2y—2=1,
a) W= 21,1 4 ,
—1 —1 N
W= 2 =1 + 2t 3 -1 1
b) y =1 + t, W= 1[12], 21,1
z = 2t 2 —6 0/ 1.,
4.1.44
Necht A € £(R?* R*), W C R*. Naleznéte parametrické i neparametrické rovnice A~(W), je-li:
1 1 1 1 1
1 -1 —2 -2 —1
s pE4 _
A=1o 2= ol || 1] o
3 1 0 0 1)1,
4.1.45
Necht A € £(R? R*), W C R*. Naleznéte neparametrické rovnice A~ (W), je-li:
3 1 W= 2 = 2 4+ r + 3s
-1 -1 1 1 = —4 + r 4s
X A4 _ y
AT = 4 =2 ’X_<(1)’(—1)>’ z = =7 + r 4s
-1 1 u = 2+ r + s
4.1.46
Necht A € L(R?* R*), W c R*. Naleznéte neparametrické rovnice A~ (W), je-li:
1 1 1 1 3
1 -1 3 2 2
E3 AEa —
AT = 0 2 =2/ W= —-1]7|1
3 1 5 1) \8/|.
4.1.47

Necht Wy, W, C R3. Naleznéte parametrické rovnice pifcky variet Wi, Wa, které prochazejf
bodem da, je-li:

Wi= @ = 1+ 2 Wo= o — by — 5z = 15 . 4
a) y = =3 + 4, 3r + 5y — 5z = 357 “= ok
z = 5 + 3t —1
17 —18 —4 23 —10
b) W, = -3, 11 , Wy = 11,1 —-25 ,  ad= 19
-2 5/ 1., —15 3/ 1., 17
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4.1.48

Necht Wy, Wy, W3 C R3. Naleznéte parametrické rovnice piicky variet Wi, W, kterd je rovnobézna
s W3, je-li:

Wi= o = 2 + Wo= 52 — y _ 0 1 3
a) Yy = 3 - ) T + 2z = 3 ’ W3 - -1 ’ 1 )
z = 4 ’ 2 31,
WlEl’—l—f— t WQELE’—l— t W3E x—i—y—|—5z_3
b) Y 2 — 3t Yy 1 + 2t 9 + 43— 4o
z = - 2 2 =3 — 2 4
2 4 0 2
Wo= 4o + y — 2 = 2
c) Wy = —1],-7 , B , W3 = —1],-8
4.1.49
Wi= =z + -z =0 ! !
Necht Wy, W, C R3, "1 = y — D ow=11],]2
20—y = 2 1 3
Naleznéte parametrické rovnice piicky variet Wy, Wy, kterd je podprostorem R3.
4.1.50
Necht Wy, Wy, W3 C R3. Naleznéte parametrické rovnice piicky variet Wi, Wa, kterd lezi ve
Wg, je—li:
z =3 — t z = 1 + ¢
a) Ws=2r—y—32=2b) Ws=3r—y+2=—1

4.1.51

Necht Wi, W, W5 C R*. Naleznéte parametrické rovnice piicky variet Wy, W, ktera je prochézi
bodem @ a urcete pruseciky této pricky s Wy a Wy, je-li:

1 1 0 [/ 2 8
0 2 1 3 L 9
a) Wl— _2 + _1 ,WQ— 1 + _2 , 4 = _11 s

1 -3/ ], -1 \-4/ ], —15
W=z = 1 + t 2 3\ ] 4
y = 1 + 2t 12 2 L |5
b) =1+ o= s 4] |0
u = 1 1 4) 1. 7
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4.1.52

Necht W1, W, C R*. Naleznéte parametrické rovnice piicky variet Wy, Wa, kterd je podprostorem

2 3 0 7
1 -1 1 0
4 51k _ _
prostoru R*, je-li: W, = 1 + 9 , Wy = 1 + 1
3 -2/ 1, -1 2) ],

4.1.53

Necht W; C V je ptimka, Wy C V linearni varieta. Necht W, N W, je alespont dvouprvkova
mnozina. Potom W; C W5, Dokazte.

4.1.54

a) Necht Wy, Wy C V jsou dvé piimky. Potom existuje linearni varieta W C V, dim W < 3
takova, ze W, Cc W i Wy C W. Dokazte.

b) Zobecnéte a) na piipad dvou variet od dimenzich k a .

4.1.55

Necht W;, W, € V,, jsou linearni variety, dim W, = k, dim Wy =1, Wi N Wy # 0, k +1 > n.
Potom dim (W; N W3) > k + [ — n. Dokazte.

4.1.56

Necht W je nadrovina ve vektorovém prostoru V. Potom v prostoru V neexistuje linedrni
varieta, kterd je s W mimobézna. Dokazte.

4.1.57

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T', P CC V, necht existuje codim P. Ozna¢me f’
mnozinu vSech linearnich variet v prostoru V', které maji P za své zaméteni. Je-li Wy, W5 € P,
Wi=d+ P,Wy=0b+ P, a €T, definujeme W HBWy =a+b+ P, a1W; = aad + P.

a) Dokazte, ze P je s operacemi B a [ vektorovy prostor nad télesem T,

b) Urcete dim P.

4.1.58

Necht W, W, jsou mimobézné pifmky v prostoru R®, @ € R®, @ ¢ W, @ ¢ W,. Naleznéte
nutnou a postacujici podminku pro to, aby existovala pravé jedna pricka primek W; a Wy
prochézejici bodem a. Vysettete i ostatni mozné ptipady.

4.1.59

Necht Wi, W, jsou mimobézné pifmky v prostoru R®, W pifmka v R®. Naleznéte nutnou a
postacujici podminku pro to, aby existovala praveé jedna pticka primek Wi a W5 rovnobézna
s W. Vysetrete i ostatni mozné piipady.
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Vysledky

4.1.1

4.1.2

a)r=—-2+43t, y=2t,b)x=t, y=2,¢c)x=1+43t, y=1+4t,d) x =2+3t, y = 1—2t.
a)r=—-243t, y=2t, z=r,b)x =347t, y=—2-3t, z=245t,c)x =1+t—r, y =

—14+4t+2r, z=t+2r,d)x=1+t, y=2+t, z=3.

Ma)$:—2+3r, y=2r, z=s, u=tb)x=—t, y=1+4+1t 2=2+2t u=2+ 2t
c)x=2+4r—2t, y=r+2t, z=-3r—t,u=1-3r—4t, d)z =4+t—2r, y=—1, 2 =t, u=r.
414la)r—2y=3,b)rx—y=-2,¢)204+3y=9d)x=1,e) x =1,y =2.4.1.5a) 2 + 2z =
2, 3ts+y=5b)x—3y—4dz=—-1l,c)x=1,y=2, 2=3,d)y—2z=—-1.4.1.6/a) 3z +y =
5,2t —z=3, u=1,b) 3z —2y — 52+ 8u = —25, ¢) be + Ty + 4z = 10, = + 5y + 2u = 4,

9
d)x—z+2u=4, y=—-1.14.1.7a) 1, b) napt. _Z .#.1.8 a) AN, b) AN, ¢) AN, d) AZ,
-1
¢) AN. 4.1.9 a) a € C, b) neexistuje, ¢) o # 41, d) o # =2 N # i. 4 a) ne, b) ne
4.1.12| ne. [4.1.13] a) {(é)},quQy:l, 20—y =2,b) 0 c) { ;)} 2e+y=4, r+y=3.
_43
%3
4.1.14] a) ﬁ 20 —3y=—4, r—y—22=1,2r4+3y—z=-2b)x =2t y =
23

1+2t, z2=2—t,x—3y—4z=—-11, 20 —y+22=3,¢) 0,d) Wi, x =1+4+¢t+3s, y

—143t—3s, 2=14+2t+2s,3x+y—3z=—-1.41.150a) e =—-1+t, y=1—t, z=1, u=t

r—u=—-1,y+u=1, z=1,b)e=—-143t, y=1+2t, z2=-2+t, u=4—-3t, 2 — 3z =

5a Yy—

d) z

22=5,3z4u=-2¢c)x=0,y=t, z=14+t,u=3t,x =0, y—z=—-1, 3y—u =0,
= —-bt, y=1+5t, z=1—¢t, u=—-2—-5t, x —bz = -5, y+52 =6, u— 5z =

—T.

-2 0
) 1

4.1.16| a) —1 , b) -1 M1 +y = 341183z +y — 22 — 2u = 9.

1 —2
~1 -3

.Jk

A1

Jz =t, y=2+r—-2s+t, z=1+s+t, u=r—2¢ 5z —y—2z+u = —4.

N
—
[\

=
=
[\

0 =—-142t, y=-2-2t, 2=14+3t, u=-3+2, v+y=—-3, 3x—2z= -5, v —u = 2.

a) rovnobezne b) ruznobézné, ¢) mimobézné, d) ruznobézné, e) rovnobézné. 4.1.22| a #

[=]L=

Ii

23| a) ruznobézné, b) rovnobézné, c) mimobézné. |4.1.24 a) neexistuje, b) neexistuje.

a) 1, b) neexistuje. [4.1.26| ano. [4.1.27|ab, cd. m2x y=—61129z+y=3, z=2.

==
=
ol b0
=] | K35

a)8r —22y+z=48,b)r+y—2z=—-4.4.13lla)z=—-1—t, y=2+1t, z =4+ 2L,

b) x

=2+3, y=3-Tt, z=—-1+Tt, c) neex1stuJe 4.1.32) « = —3. |4.1.33| a € (0, 1>

4.1.34 a) o 2ﬁ—1—’y/\ﬁ7£0/\ﬁ7é b) a 2ﬁ/\’y7é1—25/\57é0/\7é

c) a#208.4.1.35 11z — 4y — 3z = 4. mneemstuje 413N =1+t y=—-1—t, z-2—t
t+y=0 2+z=3[HAI3zr=-3+¢t y=-2—t z=—1—t [£139 « libovolné.

4.1.40[ 22 4+ y = 3. [4.1.41 ( ,ut):—4—t—|—f2 4.1.42 2 — 2y + 2 =0, 5z — 8y + Ju = —2.

1
4.1.43 a 2
—1

)},Qx—l—y—() 2 +2y = -1, b))z =142t y=—-1—-1t, z =2—1t,

1

m2x—|—3y x—y+32=2.4.1.47a)x:4—|—t,y:t,z:—1—2t,
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1 1 29
b)x=—-10—-3t, y =19+ 4¢t, 2 =17+ 4t. 4148 a) v = — +2t, y = = +2t, 2 = — + t,

10

11 5

31
b) x = §+2t, Y= §—7t, z=——+t, ¢) neexistuje. |4.1.49neexistuje. 4.1.50

10

a)x =4+10t, y =

6 + 11¢, z = 3t, b) neexistuje. 4.1.51|a) t =8 +6t, y =9+ 7t, 2 = —11 — 8, u = —15 — 11¢,

2 —4 2 1
2 -9 3 2
s> 5 yb)rx=4+t, y=5+t 2=2, u=T+3t NE 5
—4 7 1 —2

.4.1.52

x =42t y=

t, z =Tt, w = 11t. 4.1.54 dim W < k 4+ 1 + 1. 4.1.57| b) codim P. [4.1.58| zadna z pifmek

W1, Wa nesmi byt rovnobézna s rovinou prolozenou druhou z nich a bodem @, jinak je tloha
nefresitelna. primka W nesmi byt rovnobézna s rovinou prolozenou jednou z piimek Wy,

W3 rovnobézné s druhou z nich, jinak je uloha nefesitelna.
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Kapitola 5

Matice a operatory

5.1 Inverzni matice a inverzni operator

5.1.1
Necht «a, 8,7,6 € C, A € L(C?), Ax = (0;211—:?52) pro kazdé ¥ = (2) € C2%. Naleznéte co
nejjednodussi nutnou a postacujici podminku (kladenou na éisla «, 3, v, d), aby A byl regularni

operéator na prostoru C2.

5.1.2

Ziistete, zda A € L(P) je reguldrni, je-li pro kazdé x € P, t € C:
a) (Aa)(t) = a(t + 1),

b) (Az)(t) = z(t +1) — z(?),

o) (Az)(t) = ta(t).

5.1.3

Necht A € L(R™), B € R™". Zjistéte, zda je A reguldrni operdtor (v zdvislosti na n), je-li pro
kazdé X € R™™:

a) AX = X7,

b) AX = X + X7,
c) AX = BX,

d) AX = XB.
5.1.4

Zjistéte, zda operator derivovani D € L(P,,) je regularni.

5.1.5

Zjistéte, zda operdtory derivovani D a integrovani S na prostoru P jsou regularni. VysSettete
regularitu operatoru DS a SD na prostoru P.
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5.1.6
Necht A, B € L(V), A je regulérni. Potom h(AB) = h(BA) = h(B). Dokazte.

5.1.7

Musi byt soucet dvou regularnich operatori na prostoru V opét regularni operator na V7
Uved'te vhodné priklady.

5.1.8

Miuze byt soucet dvou linearnich operatoru na prostoru V', z nichz jeden, resp. zadny neni
reguldrni operdtor na V', regularni operator? Uved'te vhodné piiklady.

5.1.9

Necht A, B € L(V), A je regularni, B neni regularni. Potom Zadny z operdtori AB, BA neni
regularni na prostoru V. Dokazte.

5.1.10

Necht Ai,...,A, € L(V), necht pravé jeden z nich neni reguldrni na prostoru V. Potom
AjAs ... A, neni regularni na prostoru V. Dokazte.

5.1.11

Necht A, B € L(V), necht zadny z nich nen{ regulédrni na V. Muze byt AB regularni na prostoru
V? Uved'te vhodné priklady. (Rozliste dim V' < +oo a dim V = 400).

5.1.12

Necht A, B € L(V), které komutuji. Potom AB je regularni na prostoru V, pravé kdyz A i B
jsou regularni na V. Dokazte.

5.1.13
Necht Ay,..., A, € L(V) takové, 7ze kazdé dva komutuji. Potom operator A;A;...A, je
regularni na prostoru V| pravé kdyz je regularni na V kazdy z operatoru Ay, ..., A,. Dokazte.
5.1.14

a) Necht A, B € L(V). Potom A i B jsou reguldrni operdtory na prostoru V', pravé kdyz jsou
regularni na V' operatory AB a BA. Dokazte.

b) Necht A, B € L(V,). Potom A i B jsou reguldrni operdtory na prostoru V,,, pravé kdyz jsou
regularni na V,, operatory AB nebo BA. Dokazte.
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5.1.15

Necht A, B € L(V), necht jsou oba reguldrni na prostoru V. Dokazte, ze ndsledujici ¢tyii
vyroky jsou ekvivalentni:
AB=BA, A 'B=BA™', AB' =B A A'B ' =p7t4L.

5.1.16

Necht A, B,C,D € L(V), necht operdtory A+ B a A — B jsou reguldrni na prostoru V.
Potom existuje pravé jedna dvojice linearnich operatoru X, Y na V takova, ze AX + BY = C,
BX + AY = D. Dokazte a naleznéte operatory X, Y.

5.1.17

Jak se zmeéni tvrzeni véty z piikladulb.1.16)] jestlize vypustime piedpoklad o regularité nékterého,
resp. obou operatoru A+ B, A — B?

5.1.18

Necht (Z1,...,%%), (¢1,-.., %) jsou linedrné nezdvislé soubory vektoru z prostoru V,,. Potom
existuje reguldrni operator A € L(V,) takovy, ze AZ; = y; pro kazdé j € k. Dokazte. Je A
urcen jednoznacné?

5.1.19

Necht A € L(V) takovy, ze A>—A+1 = O, kde I znaci identicky operator. Potom A je reguldrni
na prostoru V. Dokazte. Uvedte ptiklad operdtoru A, ktery uvedenou podminku spliuje. (Staci
uvazovat prostor dimenze dva.)

5.1.20

Necht k € N, A € L(V) takovy, ze A¥ = ©. Potom operator I — A je reguldrni na prostoru V'
aplati (I — A" =T+ A+ A%+ ... + A1 Dokaite.

5.1.21

Necht A € L(V) takovy, ze existuje a € T, o # 1, a plati A?> = aA. Potom operdtor I — A je
regularni na V. Dokazte.

5.1.22

Necht A € L(V). Necht existuje pravé jeden operdtor B € L(V) takovy, ze AB = I nebo
BA = 1. Potom A je regularni na prostoru V. Dokazte.

5.1.23

Dokazte, ze vypocet inverzni matice k dané matici A n-tého fadu lze prevést na feSeni n soustav
linedrnich rovnic, z nichz kazda obsahuje n rovnic o n neznamych a ma za matici soustavy
matici A.
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5.1.24

Necht A € T™" je regularni matice. Jak se zméni matice A™!, jestlize v matici A:
a) zameénime i-ty a j-ty radek,

b) i-ty rddek vyndsobime ¢islem o € T, v # 0,

¢) k i-tému Fadku pricteme libovolny a-ndsobek j-tého Fadku, a € T' (i # j)7

Jak se zméni inverzni matice pfi podobnych transformacich sloupcu?

5.1.25

Naleznéte vechny matice A € R*?, pro néz je A3 = 1.
(Névod: srovnejte A% a A™%)

5.1.26
Dokazte, ze nasledujici matice jsou regularni, a naleznéte k nim matice inverzni:
) 2 3 1 1 1 1
Y\s 8) S
L 1 -1 1 =1}’
a 1 -1 -1 1
0 ()
cosa —sina
) (sina cosa)’aeR’ 33 -4 -3
i) 06 1 1
5 31 54 2 1)
d (2 -1 1], 23 3 2
3 —
-2 =3 12 -1 -2
1 1 2 Dy 9 4 _al
9 9 3 3 8 -1 —6
f) 1 -1 0],
-1 21
1 0 -1 1
3i 1 2—1 K) 2 1 0 -1
g) (0 3 5 |, 0o 2 -1 1
2t 1 341 2 -1 1 0
5.1.27

Zjistéte, pro které hodnoty parametru a € C jsou nésledujici matice regularni, a naleznéte
k nim matice inverzni:

2@ vk k) 00
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0 a 1 0 1 « a 1 0 1 1 1
e) la 1 al, ) |1 a 1], g) [0 o 1], h) |1 1 «

1 a 0 a 1 0 1 0 « 1 a1
5.1.28

Zjistéte, pro které hodnoty parametru a;, 3,7, 6 € C jsou nasledujici matice regularni, a naleznéte
k nim matice inverzni:

) (2 ) o B A YRR
v 8) b) (o 5 6], NIERER
a 7y 0 Yoy v 0
o 6 0 0
5.1.29
Dokazte, ze nésledujici matice n-tého fadu jsou regularni, a naleznéte k nim matice inverzni:
111 -1 1 a 0 --- 0
o1 1 -1 01 a 0
a) o0 1 -1 : d) 001 -0 :
000 1 000 1
1 11 1 1 a o n—1
1 1 1 n—2
11 1 01 a
n—3
b) . uE e |00 1 |
b 0 00 0 1
123 -+ n—-1 n
12 - n—2 n-1 l+a 1 1 e 1
001 - n—-3 n-2 1 1+a 1 -+ 1
c) 3 : nl o1 1 1+4a 1
000 -+ 1 ; : : S
0o0o0 - 0 1 1 1 1 - 1+4+a
5.1.30
7 prednasky vite, ze lze-li ¢tvercovou matici A ekvivalentnimi radkovymi upravami F, Es, ..., Ej

prevést na I, pak [ = M-~ - --My-M - A, kde M; vznikla z I ekvivalentni ipravou E;. V ptrikladu
¢islo 5.1.26| f) zkonstruujte matici A~' pomoci takového postupu, tj. A~ =My - --- - M, - M.

5.1.31

Spoctéte vie, co lze spocist bez vypoctu A™':a) B7PA, b) A™'B, ¢) XA™, d) A™!X, e) ATAT!,
kde

1100 2 1
1110 2 1 1200

A=lo1ro 1] B=o 2| X:(212 O
0011 00



5.1.32

Najdéte A, pro takové a, pro kterd existuje, kde A je matice soustavy:

ar + a2y = o
r + oy + ar = «
1

- + Yy — az =

Pomoci této matice vyreste soustavu v pripadé, kdy ma jediné feSeni.

5.1.33
Necht jsou dany
1 0 01 2 00 2
-1 0 0 1 1 01 0
A=l oo 1| Bl o011 1
0111 -1 1 2 -1

Spoctéte ty z nasledujicich souc¢inu, které maji smysl. A u téch, které smysl nemaji, vysvétlete
proc.
HATB, 2)AB™', 3)A'B, 4)BA', 5) (AB)', 6) (BTA)L

5.1.34
1 00 1 2 00 2
. . - 011 0 B 011 0 (100
Jsou dany matice A = 100 o0 a B= 100 0 a X—(2 00
001 —1 00 3 -2

a) Zkontrolujte, ze A je reguldrni.
b) Najdéte bez vipoctu A~" ty z nasledujicich soucinti matic, které maji smysl:

1)A™'B, 2)A'X, 3)B'A, 4) XA

5.1.35

cosae sina 0
Necht A= | —sina cosa 0
0 01

a) Pro jakd a € R je matice A regularni?
b) Pro takova o najdéte A~

c¢) Jak se operdtor A definovany pro kazdé ¥ € R® jako AZ := AZ jmenuje? (Napovéda:
Uvédomte si, jakou operaci A s vektory v R? provadi.)

5.1.36

Necht je ddna matice A -B = . (Matice A a B nezndme.)

O =N
O = O =
—_ == O
— = O O
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7 nasledujicich matic vypoctéte vSechny ty, které lze na zakladé zadanych udaju ziskat:

ATL.B™l, B.A, A'.B, B'-A!Y BT.A, BT.AT.

5.1.37
1 00 -1 0.001 0.301 1.012 3.333
) . _ 010 1 B 0 0 256 1000
Jsou dany matice A = 100 o0 a B= 0 0 0 356
001 1 0 0 0 0

a) Najdéte A~! Gaussovou eliminaci.

b) Urcete h(A™'B).

5.1.38

Necht A € T™" je reguldrni matice. Potom A’ je také reguldrni matice a plati (AT)™' = (A™1)7.
Dokazte.

5.1.39
Naleznéte matici prechodu od baze y k bazi X, tedy YIx.
3 5 1
a) v prostoru C?, je-li X = = 11,121, 1],
4 1 —6

e (0 D69 D0 )
TRy )0 )

¢) v prostoru P, je-li X = (eq,...,e = (Y1, .. Yn), ¥i(t) = (t — )" pro kazdé i € 7,
teC (aeC).
5.1.40
1 1 -1 2 0 1
Necht X = 1, (=1, o], Y = 11,(2],10 jsou béze prostoru C3,
1 -1 -1 0 1 2
# € C3. Naleznéte:
a) VIV, 2 1
) (Z)y, jeli (D)= (0], d) (D)y,jeli (F)y=|2
b) ¥I17, 0 4
5.1.41
aq B
Necht X, ) jsou bdze prostoru Vj. Necht pro kazdé & € Vj, kde (Z), = 32 , (Z)y = gQ
3 3

Qg Ba
platl': ﬂl = 20[1 + g, 62 = Qg — 20[3, ﬁg = a3+ 3064, 54 = Oy — 30(1. Naleznéte yIX.
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5.1.42

051 B
Necht X, jsou baze prostoru R?, necht pro kazdé ¥ € R*, (¥)r = | |, (@)y = | B |,
as B3
platf: o = 261 - 62 + 53, Qg = 51 + 3ﬁ2 - ,33, g3 = 61 + 52 - 463. Naleznéte:
1 1 1 4 3 —4
a) bazi Vjelix=[{o], [1].[1]], v)vazx,jeny=1|{2],[4].[-5
0 0 1 1 1 —4

5.1.43

Jak se zméni matice prechodu od béze ) k bazi X, tj. YI*

, jestlize:
a) v bazi X zaménime i-ty a j-ty vektor,

b) v bazi Y zaménime k-ty a I-ty vektor,

¢) v bazi X zaménime i-ty a j-ty vektor a v bazi ) zaménime k-ty a [-ty vektor?

5.1.44
Necht X, ) jsou béaze prostoru V,. Potom X = (yIX)T. Dokazte.

5.1.45
Necht X,), Z jsou baze prostoru V,. Potom I = YI*?[Y Dokazte.

5.1.46

Necht A € £(V,), X, béaze prostoru V,. Potom YA = YA, prave kdyz YI* komutuje s *A
nebo Y A. Dokazte.

5.1.47

Necht A € £(C?), X = <(i> , (_D) béze prostoru C2, YA = ((2) _i)) Dokazte, ze A je

reguldrn{ operator na prostoru C?, a naleznéte ¥ (A7) a £(A™1).

5.1.48
1 1 1 -1 0 1
Necht A € L(R?), X = 11,{-11],10 béze prostoru R?, ¥4 = 0 -1 0
-1 0 0 0 0 —1
Dokaizte, ze A je reguldrni operator na prostoru R?, a naleznéte ¥(A™1), je-li
1 1 0
y= 11,111, 1 béze prostoru R3.
1 0 -1
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5.1.49
Necht A € L(R*?), AX = —X” pro kazdé X € R*?. Dokaizte, ze A je reguldrni operdtor na

3 4 5 —2 -3 5 2 3
2,2 tto V(A-1E oli Vv — .
prostoru R*“, a naleznéte ¥ (A7), je-li ((7 6) , (8 4) , <_1 5) , (5 3)> baze

prostoru R?? a & je standardni baze R*?%.

5.1.50

Necht A € L(P3), (Az)(t) = z(t + 1) — 2z(t) pro kazdé x € P3, t € C. Dokazte, ze A je
reguldrni operdtor na prostoru Py a naleznéte ¥ (A1), kde X = (21,29, 23), Y = (Y1, Y2, ¥3)
baze prostoru Pz a plati: z,(t) = 3 — t + 262, zo(t) = 2 + 3t — 1, x3(t) = —1 + 2t + 4%
yi(t) = =8 — 3t — 2t yo(t) = —2 —t + 12, y3(t) = —13 — 10t — 4¢* pro kazdé t € C.

5.1.51

Necht A € L(V3), X = (T, Ta, T3) béze prostoru V3,
(631

AT = (o1 4 209) T + (2 +2a3) T + (a3 + 2001 ) @3 pro kazdé & € V3, kde (Z)xy = | ag | . Dokazte,
Qa3

7e A je reguldrni operator na prostoru Vs, a naleznéte ¥ (A™").

5.1.52

Necht A,B € T™". Dokaite, Ze feSeni maticové rovnice AX = B, XA = B lze pfevést na feseni
n soustav linearnich rovnic, z nichz kazda obsahuje n rovnic o n neznamych a ma za matici
soustavy matici A, resp. matici AT

5.1.53
Necht A, B € T™". Potom

a) Maticovd rovnice AX = B je fesitelnd, pravé kdyz h(A) = h(A|B).

b) Maticova rovnice XA = B je fesitelnd, pravé kdyz h(A) = h %
Dokazte.
5.1.54

Necht A,B € T™", h(B) > h(A). Potom jsou maticové rovnice AX = B, XA = B nefesitelné.
Dokazte.

5.1.55

Necht A, B € T™". Maticova rovnice AX = B, resp. XA = B m4 pravé jedno feSeni, pravé kdyz
je A regularni. Dokazte. Naleznéte toto feSeni.
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5.1.56

Necht A,B € T™", A neni reguldrni. Potom maticové rovnice AX = B, resp. XA = B je bud
neresitelna, nebo ma nekonecné mnoho feseni. Dokazte.

5.1.57

Necht A € T™". Maticov4 rovnice AX = O, resp. XA = O je vzdy fesitelnd a md nenulové
feseni, pravé kdyz matice A neni regularni. Dokazte.

5.1.58

Naleznéte mnozinu vsech feSeni néasledujicich maticovych rovnic:

(1)) 0 (-

1 -1 3
1 -3 3 9
C)X2_6>_(1 4)7 5 3 1 8 30
X[ 1 -3 —2|=[-5 9 0],
46\, (11 5 2 1 2 15 0
d) (69X_(1 1)’
3 -1 9 3 9 7
e)23x10—75 D[4 -3 3)x=1{1 11 7],
4 2 21_61’ 1 30 7 5 7
6 -3 5 9 7 6
Dl o4 =5 2]x|1 1 2 1812 ,
5 -7 3 11 1 231511
111 -+ 1 12 3 n
011 - 1 01 2 n—1
k)001-1X:001 n-2|
00 0 1 000 1
a 00 --- 0 «a 111 1
0 a 0 0 a
111 1
0 0 a 0 a
) X . 111 1
00 0 o a -
000 -0 a L 1
V}'fsledky

ad — By # 0.5.1.2la) ano, b), ¢) ne. a) ano, b) pouze pro n =1, ¢), d) pouze pro
IB% regularm mne regularm je pouze DS nne napi. [+ (— @ [.1.8/ano, napi.
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©+1 = I, nebo soucet projektorai Ap+Ag =1,kde P,Q CCV aP®Q =V.[p.1.11pouze na
prostoru V', dim V' = +o0, napi.DS. [5.1.16| X =

Y = % [(A+B)""(C+D)—(A-B)"'(C-D)].

YA+ By €+ D)+ (A-B)yC- D),

0.

1.17pokud A+ B i A— B jsou monomorfni,

pak X,Y bud neexistuji, nebo jsou dény jednoznaéné; v ostatnich pifpadech X, Y bud neexistuji,

nebo je jich nekoneéné mnoho. |5.1.18 jediné pro k = n.[5.1.19| A € £L(C?), €A = < 1/2 1).

—3/4 1/2

1
5.1.21| A je regularni, protoze B = 1—A + I spliuje AB =1 = BA.|5.1.24]a) zaméni se i-ty
-«

1
a j-ty sloupec, b) i-ty sloupec se vynédsobi ¢islem —, ¢) od j-tého sloupce se odeéte a-ndsobek

i-tého sloupce. Jako a), b), ¢), ale s Fadky. |5.1.25

-1 -«
. -1 9 —4
- 1
o+ Ba = —1.5.1.26|a) <_§ 3),19)6(_; D,c) (_(;)EZ E;I;Z),d) 1 -7 3],
3 —24 11
L (16 T3 1 —4 -3 —2-9i 142 3+i . } } _1 _}
e)E 2 -1 6],)| 1 -5 =3 ,g)% 10 5+5 —15 ,h)Z L1 1 1
-9 -3 3 ~1 6 4 —6 2-3i 9 L1 1 1
75 12 —19 22§3—4—$ 2 20 2
) 3 -2 -5 8 D7 1?2 s k)l —4 151 5.1.27]a) pro
41 —30 —69 111 |’ 2001 o 2 ¥10 -8 -3 5 7P
—59 43 99 —159 5 0 1 1 0 =5 5 5
s 0 1 o 1 a 0 1 a —1
kazdé o, (1 —a)’b) pro zadné «, c)a;éo,a(_l 1),d)a#i1,ﬁ<_1 a)’
—a? 2 1 —1 a 11—«
2 1 (6% o
)(Y?é:l:\é_ﬁ (0% —1 0% )Oé?éO/\Ol%Il:\/_ 9 B —Oé2
a>—1 « —a? (—a) l—a a -1
2 a1 a+1 -1 —1
1 3 1 @ ¢ 1
g)a;«é—l/\a#iiig,s—l 1 o —al,h) a #1—1 -1 0 1
R N 11 0
1 o —p
5.1.28(a) ad — By # 0, , b) a;«éO/\fy;éﬁ/\’y#é,
ad — By a
1 o(y — B) ﬁ5 7
0 aly—46) of 7 )6 #£O0ANa # BAB# YNy # 0,

== a3 aly-5)

5(B =)y —9) 5(7

1 6(y = B)(y—9) 5(
d(a—B)(B—7)(y—9)

o O
(o)
/-\
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1 -1 0 0 2—-n 1 1 1
0o 1 -1 0 1 -1 0 0
5.1.29| a) 0o 0 1 0 . b) 1 0 -1 0 :
o 0 0 --- 1 1 0 0 - -1
1 -2 1 0 1 —a ad (—a)"* 1 —a 0 0
0 1 -2 0 0 1 -—a (—a)" 0 1 —a 0
ey |0 0 1 ol g0 0 1 ()" e [0 0 1 0f,
0O 0 0 1 0 0 O 1 0 0 O 1
l—-n—-a 1 1 1
1 1l—n—a 1 1
£) — 1 1 1 l-n—a 1
a(n+ a) : : :
1 1 1 o 1l—n—a
110 10 0 10 0 1 00
5.1.30lnapi. A™'=| 0 1 0 01 —1 01 0 0O 10
00 1 00 1 00 —1 0 —4 1
100 100 100 010
0 01 010 -2 10 1 0 0 ].
010 1 01 0 01 0 01
2 —1
5.1.31|a) B~'A nemd smysl, b) A™'B = 8 g cc) XA = < (1) 1 _1 _1 ), d) A™'X
0 O
nem4 smysl, ¢) ATA™! = I, nebof A je symetrickd, tj. A = AT a£0ANa#—1,
] A +a  —a®  —ad? a o —
Al = — 0 o? o  feseni je A7 | « = 1 :
a*(a +1) —1l—a a*+a 0 0 1 -«
1 0 1 -1 1 210
a1 4, 1 -1 0 1 -1 T AT T -1 0 10
5.1.33 B"A7" = (AB) == 9 9 _9 9 | B*A" = (AB)" = 01 1 1
2 =2 2 0 0011
10 00 6 0 00
Ostatnf sou¢iny nelze urcit.|5.1.34|A™'B = _1 (1) _§ 8 ., B7'A :% _3 g ;l 8 ,
10 0 2 -3 0 0 3
| ) _1 20 10 ) (o .
souc¢in A7 X nemd smysl a XA~ = 10 -1 0 ) 5.1.35[a) A je reguldrni pro vSechna «,
cosae —sina 0
b) A7 =AT = | sina  cosa 0 |,
0 01

c) operétor rotace — vektor Z si po ndsobeni touto matici zachova 3. slozku, zatimco jeho
prumét do roviny generované vektory €7, e se oto¢i o uhel a po sméru rucicek hodin; celkoveée
to tedy znamend, ze se vektor T oto¢i kolem ,osy“ €3 o thel «. [5.1.36] spocitat 1ze pouze
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1 0 1 -1
1] -1 0 1 -1
—1a-1 -1 4
BEAT=MB" =2 2 2 2
2 =2 2 0
12 10 0 0 -1 0
e o | =101 0 IR B O
aA'B' =(AB)' = 01 1 1 p.1.37a) A7 = 1o 111
0 011 -1 0 -1 0
b) h(A™'B) = 3, nebot h(B) =3 a A je regularni.
—27 —71 —41 _g (1) _; _1
5.1392) [ 9 20 9, b) ,
4 12 3 1 -2 2 —1
1 -1 1 -1
1 —« a (—a)f ... (—a)™ !
2 k n—1
1 o _ Nk _ \n—2
o1 (e (e o s
C) 0 0 1 k (_&)k—Q n—1 (_a)n—3 .5.1.40&)5 2 -1 -1
2 2 2 2 —4
0 0 0 0 1
-1 1 2 —6
3 b5 =2 1 3
1 2 1 -2 —
b=(s -7 1l oZ(1].a| 2| pra—| 2 2R
o\ 1 5] 73 \} : 6| 9 -9 -2 6
-3 3 6 -2
4 3 —4 1 1 1
5.1.42f a) 21,141,1-5]1,b) o,11],]1 . [5.1.43 a) zameéni se i-ty a j-
1 1 —4 0 0 1
ty tadek, b) zaméni se k-ty a [-ty sloupec, ¢) zaméni se i-ty a j-ty radek a k-ty a I[-ty
3 2 -1
1 1 —
sloupec. [5.147 ¥4 = = (1 3} agaty = S 2 H) baag [ -8 -5 -2
2\0 -1 2 \—1 1
0 0 -1
-3 -5 3 =2
-7 -8 1 =5
5.1.49 4 9 _5 _3 . 5.1.50( I.
-6 —4 -5 -3
1 -2 4
5151 | 4 1 —2/|.5.1.55|A"'B, resp. BA~'.[5.1.58/a) -3 =6 ,b) —r 1 ,
2 4 —10 14
-2 4 1
1 -3«
1 — _
c) nema teseni, d) neméd feSeni, e) < — 18 =7 , 1) 2 1-35 a,p€Cyp,
s\—20 18 Y
-8 4 =2 1 2 3 1—3a 2-38 1—3y
d--12 —2 7|V wmllas5 6]l )l|24a 148 24+ |lagyecC?,
60 —26 41 78 9 1+5a 2458 345y
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5.2 Determinant matice a operatoru

5.2.1

Urcete pocet inverzi v nasledujicich permutacich:

a) 1 2 3 4 5 b) 1 2345 6 7 89
35 41 196 325 478)
1 2 n n+1 n+2 ... 2n
1 3 2n — 1 2 4 ... 2n
1 2 3 ... n n+1 n+2 ... 2n 2n+1 2n+2 ... 3n
1 4 7 ... 3n—2 2 5) ... 3n—1 3 6 ... 3n )’
1 2 3 n n+l1l n+2 ... 2n 2n+1 2n+2 ... 3n
2 5 8 3n—1 3 6 ... 3n 1 4 ... 3n—=2
(1 n n+l n+4+2 ... 2n 2n+1 2n+2 ... 3n 3n+1 3n+2 ... 4n
1 dn—3 2 6 ... 4n—2 3 7 ce. 4n—1 4 8 ... 4n
(1 ... n n+l n+2 ... 2n 2n+1 ... 3n—1 3n 3n+1 ... 4n—1 4n>
4 4n—4 ... 4 4n—-1 4n-—-5 ... 3 4n—2 ... 6 2 4n -3 ... 5 1
12 ... 57—=1 353 574+1 54+2 ... k k+1 ... n
12 ... 5—1 k j j+1 ... k=1 k+1 ... n )’
12 ... =135 5+1 ... k=1 k k+1 ... n
12 ... 9—-1 k 541 ... k=1 45 k+1 ... n )’
5.2.2
Urcete znaménka néasledujicich permutaci:
2) 1 2 3 45 6 b) 1 2 3 45 6 7
6 31 2 5 4 ) 756 413 2)
) 1 2 n n+l n+2 2n
2 4 2n 1 3 2n —1
d) 1 2 3 4 ... 2n—1 2n
21 4 3 2n 2n —1
) 1 2 3 45 6 n—2 3n-—1 3n
\3 21654 ... 3n 3n—1 3n—-2
1 2 ... n—1 n
f) (n n—1 ... 2 1)'
5.2.3

Kolik inverzi tvori:
a) ¢islo 1 v permutaci 7 € S, takové, ze w(k) = 1,

b) ¢islo n v permutaci m € S, takové, ze m(k) = n?
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5.2.4

Jaky je nejvétsi pocet inverzi muze mit permutace z S,,7 Jaka je to permutace?

5.2.5

Kolik inverzi je ve vSech permutacich mnoziny n dohromady?

5.2.6
Pocet permutaci z S,,, které maji k inverzi, je stejny jako pocet permutaci z S,, které maji

(Z) — k inverzi. Dokazte.

5.2.7

) . /v n . . ’ z ’ ~
Necht k je celé ¢islo, 0 < k < <2) Potom existuje permutace m € S, kterd ma pravé k

inverzi. Dokazte.

5.2.8

Necht 7 € S,,, Iy =k, 0 = (w(n) w(n—1) ... m(1)). Urcete pocet inverzi v permutaci o.

5.2.9

Urcete ¢isla 4, k tak, aby permutace z Sy:
a) T=(1274456 k9) byla sud4,

b) 7= (1425k48097) byla lich4.

5.2.10

Necht r,n € N,r <n, 7 € S,,,necht 7, = (v(r+1) =#(r+2) ... =w(n) =(1) =(2)
Potom sgn w41 = (—1)" V" . sgn 7. Dokaite.

5.2.11

Necht 7,n € N, r < n. Necht 7 € S, takova, ze (1) < 7(2) < - < 7w(r) an(r+1) <
w(r+2) <...<mw(n). Urcete L.

5.2.12

Urcete slozenou permutaci my o mo, je-li:

a) m=(53241),m=(24513),

b) m =(7312645), m=(4713652),

c) m=(27148635),m=(13876254).
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5.2.13

Urcete inverzni permutaci k permutaci:

a) (4152 3), ) (58214736),
b) (264315), d) (235918746).
5.2.14

Naleznéte permutaci o, ktera vyhovuje rovnici:

a) om =my, jelim =(426315),m15=(261345),

b) mo=mg, jelim =(651243), m=(236541),

c) momg =ms3, jelim =(7321654), m=(3127456),73=(5136472).

5.2.15

Urcete permutaci 7%, je-li:

a) m=(52413), k=100,

b) T=(2367145), k=259,

c) mT=(35417102698), k= 1000.

5.2.16

Rozlozte nasledujici permutace na transpozice:

a) (41352), c) (T1584236),

b) (36514 2), d) (531410796 28).
5.2.17

Necht M = {7 € S,,|(Vk € n)(w(k) # k)}. Urcete pocet prvku mnoziny M.
Névod: Dokazte, Ze tento pocet r,, vyhovuje rekurentnimu vztahu r, = (n—1)(r,_1 +7,_2) pro
n>21r=11r =0.

5.2.18

Zjistete, které z ndsledujicich soucinu (pfipadné opatienych znaménkem minus) jsou ¢éleny
determinantu matice A piislusného radu, a urcete, jakym znaménkem jsou opatieny:

a) AsAesA11As3A06A35,
b) A79A31A05A43A50A16A64,

¢) ApAosAgy - Ay g pApg, k€N, N> 1,
d) AgzAzAi7AgsAzAy,
)

€ AHAQnA&n—I Ay,
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5.2.19
Urcete cisla 7, k tak, aby soucin:
a) As3Ag1A16A0A 50, byl clenem determinantu matice A Sestého tadu,

b) —AgAszA7sA13A57A4;Ags byl clenem determinantu matice A sedmého radu.

5.2.20

Kolik nenulovych ¢lentt mé determinant matice A tadu n, jestlize A;; = 0 a vSechny ostatni
prvky determinantu jsou ruzné od nuly?

5.2.21

Necht i, k € n. V kolika ¢lenech determinantu matice A fddu n se vyskytuje prvek determinantu
Ay?

5.2.22

Naleznéte vsechny ¢leny determinantu matice A ¢tvrtého fadu, které obsahuji prvek Ass a jsou
opatfeny znaménkem minus.

5.2.23

Naleznéte vSechny cleny determinantu matice A patého fadu tvaru +A;4A93A3A4;A5,. Co
dostaneme, jestlize ze souctu téchto ¢lenu vytkneme Aq4A937

5.2.24

Urcete, jaké znaménko mé v determinantu A fadu n soucin prvkua a) na hlavni diagonéle, b) na
vedlejsi diagonale.

5.2.25

Pouze na zékladé definice determinantu naleznéte koeficienty polynomu p u ¢lenu x%, pro zadané
hodnoty exponentu «, je-li:

3z 1 2

a) plz)=] z = 1 |,a=2,a=3,
2 x 2x
r 2 1 =z
1 = 1 3

b) p(z) = 9 3 1+ x ,a=3, a=4,
1 1 2 =z
2¢ 1 2 5
-3 -1 2

c) p(z) = 1 9 97 3 ,a=3, a=4
—1 3 —x
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5.2.26

Pouze na zakladé definice determinantu vypoctéte:

3 2 1 Au A12 e Aln
a) |2 3 51, 0 Axp -+ Ay,

3 4 2 ol C

A Ay Ay Ay A

11 12 13 14 15 Ay Al,n—l Ay,

Agr Az Agz Agy Ags Aoy Aoy O
b) | Azt Az 0 0 0 |, d) .

A41 A42 0 0 0 : - . :

A51 A52 0 0 0 Anl 0 e 0
5.2.27

Necht A € T™" takové, Ze na prisecicich k fddki a [ sloupcit ma samé nulové prvky, necht
k+ 1> n. Potom det A = 0. Dokazte.

5.2.28

Necht A € T™" takovd, ze pocet jejich nulovych prvki je vétsi nez n? — n. Potom det A = 0.
Dokazte.

5.2.29

Rozlozte nésledujici polynomy v proménné x na kofenové ¢initele, aniz pocitate prislusné
determinanty (pouzitim definice a vlastnosti determinantu matice):

1 2 -+ n—1 n 1 1 1 1
z 2 - n—1 n 1 1—=x 1
a) 1 z - n—1 n 7 b) 1 1 2—x .- 1 :
1 2 T n 1 1 1 n—=o
aq (05} as Qp,
a; a;+ay—x as an,
c) a Qs as+az—x --- an, ’
ay as as ot Qpe1 T A — T
1 2 n—1 n 1 = a? "
1 2 n—1 x—n 1 a a& - af
: : ' : : 1 a, a a’
1 -2 --- n—1 n
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5.2.30

Jak se zméni hodnota determinantu matice n-tého radu A € C™", jestlize:

a) radky napiseme v obraceném poradi,

o

sloupce napiSeme v obraceném poradi,

matici preklopime podle hlavni diagonaly,

(@]

kazdy prvek matice zaménime s prvkem symetricky polozenym vzhledem k stfedu matice,

@)

f) kazdy prvek matice vynasobime ¢islem a # 0,

kazdy prvek A;; vyndsobime éfslem o'~/ a0 # 0,

a3

)
)
)
d) matici preklopime podle vedlejsi diagonély,
)
)
)
)

h) od kazdého tadku kromé posledniho odecteme nésledujici fadek a od posledniho tadku

odec¢teme puvodni prvni radek,

i) ke kazdému sloupci (po¢inaje poslednim a konce druhym) pricteme predchazejici sloupec a
k prvnimu sloupci pfi¢teme puvodni posledni sloupec,

j) kazdy prvek matice nahradime ¢islem komplexné sdruzenym?

5.2.31

Vypoctéte determinant matice, ve které je soucet tadku se sudymi indexy roven souctu radku
s lichymi indexy.

Naleznéte vztah mezi determinanty D a D', jestlize
ai a2 ag - an a a2 az --- an
Qp a1 Gz -+ Gp-1 Q2 a3 Q4 - ai
D=|0-1 an Q1 - Gn-2 | [)) = | a3 a4 a5 - 02
a2 az Q4 --- a1 Qp a1 Az --° Ap—1

Necht A € T™" reguldrni. Naleznéte vSechna ¢isla o € T takovd, ze det(aA) = det A, je-li
a) T=R,b) T =C.

5.2.34
Dokazte nasledujici vztahy:
aq b1 ax + bly + 1 aq b1 C1
a) ao bg aox + bgy +cCy | = | ao b2 Cy |,
az b3 azw+ b3y +c3 az b3 c3
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a; + bll' a; — bllC C1 aq bl C1
b) as + ng a9 — bg.T Cy | = —2x (05} bQ Co |,

as + bg[)’] as — bg[E C3 as b3 C3

a; + b1 as + bg as + bg a; ag as
C) a;+c1 ag+ co as + C3 | = —2 b1 bg b3

bi+c1 ba+co bz+cs c1 C2 C3
5.2.35

Necht M je mnozina vSech matic z R™™ (n > 2), které maji v kazdém réadku a v kazdém sloupci

pravé jeden prvek rovny jedné a vSechny ostatni prvky jsou rovny nule. Vypoctéte Z det A.
AeM

Kolik prvku ma mnozina M?
5.2.36

Necht A € T™", n > 2, necht matice A, vznikne z matice A provedenim permutace 7 € S, na
jeji fadky. Vypoctéte Z det A .

7T€S7L

5.2.37

Cisla 253, 529, 391 jsou délitelné 23. Dokazte, ze je rovnéz délitelny 23, aniz spocitate

W ot N
© DN Ot
_ O W

jeho hodnotu.

5.2.38

Necht A = (a;;) € R™", a;; jsou celd nezdpornd ¢isla rovnd nejvyse deviti. Oznacme N; ¢islo
zapsané ciframi i-tého fadku matice A se zachovanim jejich poradi. Potom det A je délitelny
nejvétsim spoleénym délitelem cisel Ny, No, ..., N,. Dokazte.

5.2.39
Necht ¢ : T™" — T, o(A) = det A. Je p € (T™")#?

5.2.40
Necht A,B € T™" takové, ze AB = O, A # O, B # Q. Potom det A = det B = 0. Dokazte.

5.2.41

Necht funkce fix, i,k € n, maji v bodé xy € R vlastni derivace. Potom
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Qn

fln(xo)

fk—l,;z(%)
f//cn(xo)

Jrr1,n(T0)

fnn‘(xo)

. Dokazte.

0 aq

a2

fui(zo)
d fll(x) fln('r) n fk—l,l(xO)
. . !/
dx : : = f, k,l(%)
Far () funl@) ||, ™= fk—i—l,‘l (o)
J n,l(fBo)
5.2.42
Naleznéte soucet algebraickych doplnku vsech prvku determinantu:
aq 0 0
0 (05} 0
a) . : b)
0 O an,
5.2.43
Vypoctéte determinanty nésledujicich matic.
8 1 —1
a) |3 2 51,
7 4 1
oA+1  ap -y
by | af B+1 By | a,B8,7€C,
ay By A+l
cosa sinacosf sinasin

—sina cosacosf cosasinf |, a, 5,7 € R,
0 —sin 8 cos 3

1 1 ¢ 9 9
d) | 1 1 &*| kdee=cos-7 +isin=-m,
2 3 3
e e 1
sina cos2a  cos®a
e) | sin?B cos2B8 cos’B |, a,B,v €R,
sin?y cos2y cos’y
a—p . a+f a+p
cos sin cos
2 2 2
f) COSB;’Y sinﬁ;7 cosﬁ—;fy ,a, 0,7 €R,
cos 1 —2 sin7+a cosv—i_a
2 2 2
2 3 4 -1
) 5 7 4 —6
812 1 3 of
0 -4 -2 8
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, vSechna pismena komplexni,

oo e 2
o TN O o
o8 oo o
S ~w 0

Wbk wWl oW o o o R
|
|
|
|
[
w

|
—_
)
B
— o »-bm| — ot N
—_
31

—
S~—
N —,WIN g Wl

| Lo ot

(@)
—_

11 14 50 56
11 13 17 19
24 45 57 70 |.
20 7 13 52
ol 13 32 40 46

b
S~—

Sy 00 N

N O =~

5.2.44

Necht p, g € C anecht a, b, ¢ jsou viechny kofeny rovnice x> +pz+q = 0. Vypoctéte

o o9
L o o
QO

5.2.45

Necht A € 7", k € N, A* = 0. Potom det A = 0. Dokazte. Plati obracené tvrzeni? Uved'te
vhodné priklady.

5.2.46
Necht A € T%?. Potom A? = O, pravé kdyz pro kazdé piirozené éfslo k > 2 je AF = O. Dokazte.

(Navod: viz piiklad [5.2.45|)

5.2.47
Naleznéte véechny matice A € T2, pro které plati A*> = Q. (Navod: viz pitklad [5.2.45])
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5.2.48

Vypoctéte determinanty nasledujicich linearnich operatoru.

9 (271 — 319 s = [T 2
a) Ae L(C?), Az = ( x1+4$2) pro kazdé 7 = (@) e C,

2 1

2,2 _
b) Ae L(R ),AX_<_1 5

) X pro kazdé X € R*?,
c) A€ L(P;), Ax = x(t + 1) — 2z(t) pro kazdé z € Ps, t € C,

d) D € L(P,).

Pouzitim tadkovych a sloupcovych tprav a véty o rozvoji determinantu vypoctéte priklady
5.2.49H5.2.62

5.2.49 5.2.53
111 --- 11 T+ ap as as p,
1 01 11 a; T+ as as a,
110 --- 11 aq Qs r+as --- an
111 - 0 1 a asy as e T+ ag
111 - 1 0
5.2.54
5.2.50
T ap Gs Ap—1 1
rT Yy y Y a, T a3 ap—1 1
y Ty Y ap ax <« Ap—1 1
y y x Y :
: ai as az --- T 1
y yy X a; Qa9 as an, 1
5.2.51 5.2.55
a T x -+ X 1 2 3 n
T ay < T -1 0 3 n
r X as T -1 -2 0 n
r r x an -1 -2 -3 0
5.2.52 5.2.56
1 1 1 11 1 2 3 n—2 n—1n
rz 1 1 11 2 3 4 n—1 n n
1 =z 1 1 1 3 4 5 n n n
1 11 z 1 n nn n n n
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5.2.57

1 1 - 1 1
aq a - ap a] — bl
sy as as — by s
an — by, an - an, an,
5.2.58
1 r 2 z"
a;p 1 x  eee gt
21 A292 1 .I'niQ
an1 Qp2 Gp3 1
5.2.59
01 1 1 1 1
1 0 z =z r x
1 2 0 =z T
1l 2 z =« z 0
5.2.63

5.2.60
1 2 2 .22
a 2 2 ...22
a | 2 2 ... 32
a, 2 n—1 2 2
n 2 2 2
5.2.61
1 2 3 - n—1
2 3 4 - n
3 4 5 - 1
n 1 2 n—2
5.2.62
0 1 1
T ay
i) i) [25)
Tpn-1 Tp-1 Tp-1
T Ty T

1
2
2
=2
2
2
n
1
2
n—1
1 1
0
0 0
Ap—1 0
T, G

Spocitejte det A, A, je-li a) A;; = min{i,j}, b) A;; = max {i,j}, ¢) Ay =i — j|.

Priklady [5.2.6415.2.68| vypoctéte rozkladem na soucet. Vsechny matice v téchto piikladech jsou

realné.
5.2.64
a1+b1 a1+b2 a1+bn
as + b1 as+ by as + by,
an+b1 an+b2 an+bn
5.2.66
sin (2aq)  sin (g + ag)

sin (@ + 1) sin (2an)

sin (o, + a1)  sin (a, + a9)

5.2.65
I4+ziyn 14+ z102
14+ zoy1 14 x2y2

L+way 1+ 20ye
sin (a1 + )
sin (g + )

sin (2as,)
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5.2.67

cos(ag — 1) cos(ay — fB) -+ cos(ag — 5y)
cos (ag — B1) cos(ag — By) -+ cos(ag — 3,)
cos (o, — 1) cos(ay — B2) -+ cos(a, — )
5.2.68
Necht A, B, C jsou ¢tvercové matice n-tého radu takové, ze:
a) (Cij = ZAiklem C) Cij = ZAkiB]’ka
k=1 k=1
b) Cij =Y AuBy, d) Cij =Y AwBy;.
k=1 k=1

Potom det C = det A - det B. Dokazte.

5.2.69
Vypoctéte ctverce nasledujicich determinantii:
1 1 1 1 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 2 2 1 1
L T L I
1 -1 -1 1 3 =7 —1 9
5.2.70
a b ¢ d
Vypoctéte _Z Z _b nalezenim jeho Ctverce.
—d ¢ —b

Rozkladem na soucin dvou determinantu vypoctéte determinanty realnych matic v piikladech

0.2, (1H5. 2. (O

5.2.71 5.2.72

ap+by ay+by -+ a;+0b, L+ziyr 142192 -+ 142198
a2+b1 a2+b2 CLQ"’bn 1+l‘2y1 1+a:2y2 1+l‘2yn
an+b1 an+b2 a'n+bn 1—{_:Enyl 1+xny2 1+$nyn
5.2.73

sin (2a1)  sin(ag +ag) -+ sin(ag + ay)

sin(ag + 1) sin(2az) -+ sin (a2 + ay)

sin (ay, + 1) sin (a, + ag) - -- sin (2as,)
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5.2.74

cos (a1 — 1)
cos (g — 1)

cos (o — f2)
cos (ag — f2)

cos (Oq; — 1) cos (ar;, )

5.2.75
1n—1 2n—1 3n—1 L. nn—l
2n—1 3n—1 4n—1 (n+ 1)TL—1
n" 1 (n+ 1" (n+2)"! (2n —1)"*
5.2.76 5.2.77
1 —afb? 1—ajby 1 —al'by
1-— a1b1 1-— albg 1-— albn
1 —afb? 1—asby 1 —ajbl
(ao +bo)" (ap+b1)" (ag + by)" 1 —asby 1— asby 1 — ash,
(a1 +bo)" (a1 +b1)" (a1 + b,)" :
: : ; 1—a 1—a'b} 1 —arby
(an + bO)n (an + bl)n (an + bn)n 1-— anbl 1-— a,nbg 1-— anbn
5.2.78
So S1 S92 Sn—1
S1 52 S3 T Sn n
S2. S3 S4 Snt+1 ,kdesk:fo,k:0,1,...,2n—2.
z =1
Sn—1 Sn  Sn+1 S2n—2
5.2.79
S0 S1 52 Sn—1 1
S1 S92 S3 tee Sn i n
sy s34 Siet | kde sy =Y b k=0,1,.... 20— 1.
j=1
Sn Sntl Sni2 Sop—1 T
5.2.80

Necht {D,}2 je ¢iselnd posloupnost vyhovujici rekurentnimu vztahu D,, = pD,,_1 + q¢D,,_»,
(pro n > 3), kde p,q jsou konstanty nezavislé na n, z nichz alespon jedna je ruznd od nuly.
Potom plati:

a) Proq=0je D, = p" ?D,.
b) Je-li ¢ # 0 a mé-li rovnice \* — pA — ¢ = 0 kofeny A1, Ao, je:

1) Dn = Cl/\? + CQ)\S, pokud )\1 7é )\2,
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2) D, = (C1 4+ nCy) A}, pokud A\; = A,

kde (', (5 jsou konstanty jednoznacné urcené ¢isly Dy, Ds.

Dokazte.

Pouzitim prikladu [5.2.80| vypoctéte determinanty v piikladech [5.2.81H5.2.90
5.2.81

S = N

L

5.2.85

O O = Ot

S = Ot

= W N O

o = O

o

w N oo

=}

N O OO

=}

=}

o

o O OO

o O OO

o

5.2.86
a+pB  af 0 0
1 a+p  af 0
0 1 a+p af
o 0 0 0
5.2.87
a+p  apf 0 0
2 a+p ap 0
0 1 a+p  ap
0 0 1 a+p
0 0 0 0
5.2.88

a+1 Q 0 0
1 a+1 o 0
0 1 a+1 «

5.2.89
2 1
= 0 0 0
r T
2 1
1 = 50 0
r X
2 1
01 = 5 0
r X
2
00 0 0 =
Z
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5.2.90

1+22 =z 0 0o --- 0
€T 1+a:2 x o --- 0
0 x 1+x2 x 0
0 0 0 0 -+ 1422

111



Odvozenim rekurentniho vztahu vypoctéte determinanty matic v piikladech [5.2.91H5.2.113;

5.2.91
r —1 0
0 =z -1
0 0 =x
0 0 0
ao aq (05}
5.2.92
0o 1 1
1 a1 0
1 0 (6]
1 0 0
5.2.93
0 a a a
b 0 a a
b b 0 a
b b b b
5.2.94
a 0 0 0
0 a O b
0 0 0
0 b 0 a
b 0 O 0
5.2.99
2cosa 1
1 2cos o
0 1
0 0
0 0

)

5.2.95
0 0 1 12 0 0
0 0 -1 122 0
0 0 0 —1 1 32
T —i 0 0O 0 0
Ap—1 (07% 0 0 O 0
5.2.96
1 1100 00
0 1110 00
0 0111 0
00 00O 11
7%
5.2.97
01 00 00
a 1 010 00
a 01 01 00
a/ . . .
: 0000 10
0
5.2.98
COSs & 1 0
b 1 2cos o 1
8 0 1 2cos o
.| (determinant fadu 2n).
0 0 0 0
a 0 0 0
0 0 0
1 0 0
2cos o 0 0
(o # km, k celé).
0 . 2cosa 1
0 1 2 cos «
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nlag (n—1)la; (n—2)lay Ua, 1 a,
-n T 0 0 0
0 —(n-—-1) x 0 0
0 0 0 -1 x
5.2.101
a v T x
y a x
Yy Yy a x
Yy yy a
5.2.102
1 oz 22 2t
1 xy ) rht
2 n—
1 23 a3 g (Vandermonduv determinant).
1z, 22 z
5.2.103 5.2.104
at  (a—1)" (a—n)" (2n—-1)" (2n-—2)"
a ' (a—1)""t (a—n)"! (2n — 1" (2n —2)" !
a a—1 a—n 2n —1 2n — 2
1 1 1 1 1
5.2.105
1 1 1
1+ 1 To +1 T, + 1
x%—l—xl x%—l—:@ xi%—a:n
e A N T

5.2.106
T T2
T — 1 To — 1
T i)
R
x?._l xg'_l
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5.2.107

L fi(zy)  folzr) - faa(21)
L fi(we) fo(za) - fua(x2)

, Jr(z) = 28 4+ a4 aper 2+ -+ agp pro k € n— 1.

1 fie) falwn) - fur(an)

5.2.108
1 1 1
fleoser)  fileosgs) o filesen) | ) = amor +andt 4o+ au
fa(cospr)  falcosgs) oo fo(cosen)
: : . : proken—1
fa—1(cospr)  fuoi(cospa) -+ fui(cospy)
5.2.109 5.2.111 *
al  at by a?i? o Y 1 oo 22 - 2% al
ay  ay by ay by - by 1 29 a3 - 2y % b
A azjribn-i-l aﬁﬁbiﬂ o by Ly, xi T 1‘3_2 Ty,
5.2.110 * 5.2.112 *
1+2, 1422 oo 1+2f 1 22 2% ... af
l+ay 1422 - 1+2b 1 a2 2 .. af
l+a, 1422 - 142" 1 22 22 .. ot
5.2.113 *
1 T J;% e x]f_l x’f—’—l e :L‘?lz
1 w0 22 ... gl gkl 0 m
. t li<k<n-t
1z, 22 - xk;l xk'Jrl . xn

Vhodnou metodou spocitejte determinanty v piikladech [5.2.11415.2.127

5.2.114
1 1 1 1

9

D
O\
SN W
~_
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5.2.116
0! 1! 2! n!
1! 2! 3! (n+1)!
2l 3! 4] (n+2)!
nl (n+1)! (n+2)! (2n)!
5.2.117
ap Qg as an
@ 3 @4 n+1 2n—1 . . , .
{a;} j=1 Jsou prvky geometrické posloupnosti.
(n  Gp+1 Gny2 (2n—1
5.2.118
1 0 0 0 0 1
1
0 0 0
(1) :
1 2 2 0 0 )
1 2 .
1 n—1 n—1 n—1 n—1 -1
1 2 3 n—1
1 (" n n n n
x
1 2 3 n—1
5.2.119
a? —x ap-‘rl —x ap-i-n—l —
aP™ — o aernJrl —r aerQn,l .
ap—&—n(n.—l) —x ap-i—n(n—.l)—f—l o ap+n2;1 .
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a 1 1 1 1
1 a3 0 O 0
1 0 a9 0 0
1 0 0 0 --- a,
5.2.121 *
1—-5b b 0 0 0
-1 1— by b3 0 0
0 0 0 L—by1 by
0 0 -1 1-5b,
5.2.122
1 2 3 4 - n
11 2 3 - n—1
1 =1 2 - n—2
1l z = 1 - n—3 |
1l 2 = =« 1
5.2.123 *
1 2 3 4 --. n
z 1 2 3 --- n—1
r xr 1 2 - n—2
r r T x 1
5.2.124
z+1 T T T
T T+ 2 T T
T T r+4 --- T
T T T R
5.2.125
(a1 + bl)_l (CL1 + bg)_l (CL1 + bn)_l
(az+b)™" (ag+bo)™" - (ag+b,)7"
(an—i—bl)*l (an—l-bg)il (Gn‘i‘bn)il
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5.2.126

1 1 1
1 Z Z _
2 3 n

1 1 1 1

2 3 4 n+1

11 1 1

n n+l n+2 2n —1
5.2.127

1 1 1 1 1

1 = g2 g3 gnt

1 sz 52 EZ 52(”_3 2 s 2

n— g = — m —.

1 & e e e cos - 18 -

1 g1 21 B-1) 8(n—l)2
5.2.128

Qoo o1 o Aon-1
) a10 a11 o A1n-1
Necht D =
ap-1,0 Ap—-11 °°° Ap—1n-1
fo($1) f0($2) fO(xn)
f1(£U1) f1(1'2) f1($n)

Vypoctéte determinant . . ) . )

foc1(@1)  faca(ze) -0 faci(zn)
kde f;(z) = agj + ajjw + -+ an—l,jﬂcn_l, 17=0,1,....,n—1.

Vysledky

52.1]a) 5. 1) 13, <) @ Q) ;n(n— 1), e) w £) 3n(n— 1), g) n(5n+1), ) k— .
D) 20k —j) — 1.p.2.2a) 1,b) 1, ¢) (=1)™=, d) (=1)" e) (=1)", £) (=1)"=".[p.2.3a) k — 1,
b) n — k. [5.2.4 @ (n,n—1,...,1).[5.2.5 %‘(Z) 5.2.8 Z k. p.29a)i =8k =
3,b)i =3,k = 6.[5.2.11 iw(l{) - W;”. 5.2.120a) (34152),b) (257146 3),
) (21536784).p2TFa) 24513),b) (514362),¢) (4375186 2),

d) (512839764).p.2.04a) (463251),b) (461253),¢) (4267135)..215a) ¢,
g

b) €, ¢) m.[5.2.16|a) T14T24Tus, D) T13T26T34T35, C) T17T27T35TasTss TerTrss ) T15T23T35T510T67T79T89TO10-
1 1 —1)" e 2) (i
5.2.07) ! (1— o5+ 5 =+ # .[5.2.18 pouze a) minus, e) (—1)“ 2. [5.2.19|a) i =

3.k =2 b)i=4k=1[220(n—Diin—1). 5221 (n — 1). 5.2.22] —A11Az3A3A
_A12A23A34A417 _A14A23A31A42- A14A23A31A45A521 A14A23A32A41A557
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An Ap Ags
A14A23A35A42A51,—A14A23A31A42A55,—A14A23A32A45A51,—A14A23A35A41A52, ASI A32 A35

A51 ASQ A55
5.2.24 a) 1, b) (~1)"% . [5.2.25 a) -3, 6, b) -3, 1, ¢) 6, 0. 5.2.26 a) —21, b) 0, ¢) [[ Ay,
=1
(1) n n—1 n—1 zz—l
d) (=177 [ Ajn-se1-p2290) (=1)" 0 [ [(z—4),b) (=1)" [[(x—4), ) (=1)""as [ [ (2~
j=1 j=1 =0 j=1
n I a (I% aT_l n
(n=2)(n—1) . Wl .
a;), d) (=1)" 2 H@ —2j),e) (=D ot H (x —aj).
=2 1 a, a2 --- ot | 771

5.2.30[ a), b) determinant se vynasobi (—1)n(n2_1), c), d), e) nezmeéni se, f) vynasobi se ", g)

nezméni se, h) je roven nule, i) je rovne nule pro sudé n, dvojnasobku pro n liché, j) roven ¢islu

komplexné sdruzenému. |5.2.31/ 0. [5.2.32) D" = (—1)(%2)2(”71)D = (—1)L%J. 5.2.33/a) a = 1 pro

2k 2k
n liché, « = £1 pro n sudé, b) a = cos 21 + z‘sin—ﬂ, k=0,1,...,n— 1. [5.2.35 nula, n!.
n n

n n 1 R
5.2.36| nula. [5.2.39) pouze pro n = 1.[5.2.42 a) (H az-) > —.jelia; # 0 pro kazdé i € 7,
0

i=1 J

j=1

Hai, je-li a; = 0 pro ngjaké j, b) (=1)"(— n<n . (H a,) Z , je-li a; # 0 pro kazdé
i=1 j=1 aj
i#]

ien, (~1)"(~1)"7" [[a je-li a; = 0 pro néjaké j. [5.2.43 a) -110, b) o® + 5% + 4% + 1,

i=1
i#]
c) 1,d) -3, ¢e) 0, f) 1(sm(5 — a) +sin(y — B) +sin(a — 7)), g) -138, h) zyzuv, i) 1, j) %,

k) -100. [5.2.44] nule. |5 2.45/ ne, napi. A = (}}) spliiuje det A = 0 a A* = A pro kazdé k € N.

5.2.47 (3 _§> o = —fBv, a,B,7 € T.[5.2.48 a) 11, b) 49, ¢) -1, d) 0. [5.2.49] (—1)".

- i SN L VRN
2. — — 5.2 — -1 ; kazd
5.2.50| (x+(n—1)y)(x—y)" .|5.2.51 (H(ak x)) (E _x>,Je iz # a; pro kazdé j € n,

a
k=1 =1

n

o | [(ax — ), je-li a; = = pro nejaké j.[5.2.52 (1 —2)" . [5.253(2" + 2" Y " ay. [5.2.54 [ [(x -

k=1 k=1 k=1

=%
ag). 5.2.55 nl. [5.2.56] (—1) "7 (—1)"'n. [5.2.57 (1) (—1) "5 ku 5.2.58 [](1 — awa):

k=1
n2—n 2 n(n—1 1
5.2.59 (n — 1)(—1)""'2"2. [5.2.60| (—1) 3 - 2(n — 2)!. [5.2.61 (—1)% b S )
5.2.62 [ [(ar — ) — Hak 5.2.63 a) 1, b) (=1)""'n, ¢) (=1)"}(n — 1)2"2 5.2.64 0 pro
k=1

n > 2 (a —ag)(bg—bl) pron =2, a; + by pron = 1. mo pron > 2, (xo — z1)(y2 — Y1)
pron = 2, 14+ x1y; pron = 1. mO pro n > 2, —sm2(0z1 — () pro n = 2, sin 2y pro
n = 1. |2_67| 0 pro n > 2, sin(a; — ag)sin(f; — ﬂg) pro n = 2, cos(ay — 1) pron = 1.
5.2.69)a) 256, b) 78400. [5.2.70| (a* + b* + ¢ + d*)*.|5.2.71| viz [5.2.64] |5.2.72| viz [5.2.65] [5.2.73| viz
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5.2.66 [5.2.74) viz [5.2.67 5.2.75 (—1)" = [(n — 1)I]". [5.2.76 f[ (Z) ﬁ (ar — a;)(b; — bg).

k=0 7,k=0
k>j
5.2.77 [ (ar — a;)(b; — br)- p-2.78 T (@x — 2)% p-2.79 [ [ (= — @) T (2 — 25)(B; — i)
j.k=1 gk=1 k=1 j.k=1
k> k>j k>j
1 n
5.2.81|n + 1.15.2.82 5(1 +(=1)").[p.2.83 2" — 1.15.2.841.5.2.85 9 — 2" [5.2.86 > gFa"F.

5.2.87 " + B".[5.2.88 Y "o [5.2.89 ntl 5000 zn:x%. 5.2.91 zn:akxk. 5.2.92 — zn:f[aj.

k=0 k=0 k=0 k=1 j=1
K]

n—1

5.2.93 (1)1 " a*0"*. 5.2.94) (a® — b*)". 5.2.95 nl. [5.2.96| 1 pro n = 6k nebo n = 6k — 5,

k=1

—1 pron = 6k —3 nebon = 6k —2, 0 pron = 6k —4 nebon = 6k —1, £k € N.
. 1 n

sin(n + Do | o 100l s 3 gt

5.2.97|0 pro n liché, (—1)"/2 pro n sudé. |5.2.98 cos na. [5.2.99

sin o
5.2.101) 240 y)x — zm — D" 0w £y, (a—2)" (a4 (n—1)2) pro @ — y.5.2.102 IT @i—a)).
];Ck:>=]1
n . n n n xk n
5.2.103 [ [ &' [p.2.104 (=1)" [ #!. [5.2.105 H (xx — ;). p.2.106) || po H (zp — ;).
k=1 k=1 7,k=1 k=1 J,k=1
k>] k>j
n 1) © © n+1
Tl n— . Pp— k
5.2.107 H (zx — x;). [5.2.108] 2 Hako H sin 2 sin == 15.2.109 H (ajby —
J,k=1 j.k=1 g k=1
k>j k>j k>j
agb;).[5.2.110 (21‘[% H 1))-1_[ (wp—;)-p.2.110 > " a; [] (we—=y)-p-2.112)> " [ =5
j=1 G k=1 j=1  jk=1 k=1 j=1
k>3 k>3 J£k
H () — ;). 5.2.113 H (), — ;) - Zmll ooy, kde se s¢ita pres vSechny kombinace
G k=1 G.k=1
k>3 k>j

(I, ... looy) z cisel 1,2, n.[5.2.114/ 1. 5.2.115 1. [5.2.116 (H k!) 1521170 pron > 1, oy

pron = 1. |5.2.118| a:— 1)™.5.2.119[0 pro n > 2, za”(a —1)(1 —;2) pron =2 a’—x pron = 1.
5.2.120 Hak Z Ha] 5.2.121|{1—by+b1by—b1bobg+- - ~4(—1)"byby . . . by [5.2.122 (—1)" Lz 2.

k=1 j=1
JF#k

n(nt1 1 i
5.2.123 (—1)"((z — 1)" — 2™). [5.2.124| 2" [1 ta (2 - 27)] 5.2.125 H (a — a;)(by — b;) -

n -1 n—1 3 sop—1 -1
LH (a; +bp)| .[5.2.126 <H k:!) (H k') 5.2.127 02, 15.2.128 D - H Tk — ;).
k=1

j k=1
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5.3 Vlastni ¢isla a diagonalizace matic a operatoru

5.3.1

Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A. Rozhodnéte, zda A je diagonalizovatelna.
Pokud je A diagonalizovatelnd, najdéte matici X takovou, ze X 'AX = D, kde D je diagondlni:

5 2 -3 3 1 -1
a) A=14 5 —4], by A=10 2 0
6 4 —4 11 1
5.3.2
Naleznéte vSechna o € R, pro ktera je matice A diagonalizovatelna.
0 0 0 « 100 2
0 0 2 0 000 O
VA=) o a o P)A=10 00 0
4 0 0 O 300 «
5.3.3

Zjistéte, zda A = (_g _§> alB= <_; B ) jsou podobné a v kladném piipadé naleznéte

X tak, ze A = X 'BX.

5.3.4
—11 -8 4
Zjistete, pro které hodnoty parametru S je diagonalizovatelnd matice | 124+ 9+ 3 -3
20 26 3
5.3.5
a 1 1—-«
Rozhodnéte, pro jaka o € R je diagonalizovatelnd matice A = | —a —1 «
0 0 1
5.3.6

1 1 -1 1
Je ddna matice A = 3 2 0 2
1 1 1

a) Najdéte vlastni ¢isla matice A a k nim piislusné vlastni vektory.
b) Rozhodnéte o diagonalizovatelnosti matice A.

c¢) Najdéte bazi C? slozenou z vlastnich vektori matice A, existuje-li.
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5.3.7

Je matice A podobnd matici B? Pokud ano, najdéte matici podobnostni transformace.

1 1 1 ¢t 0 0
A=-1 -1 -1|,B=10 0 0
0 1 0 00 —
5.3.8
1 0 2 -1 0 -2
Jsou ddny matice A= [0 1 1| aB= 0 —1 —1]. Najdéte jejich vlastni ¢isla a k nim
1 00 -1 0 0

prislusné vlastni vektory.

5.3.9
0001
. : 0010 e s . NSPI .
Je dana matice A = 0100l Najdeéte jeji vlastni ¢isla a k nim ptislusné vlastni vektory.
1000
5.3.10
0 00
Je matice A = | 2 —2 2| diagonalizovatelna? Pokud ano, najdété matice X a D, kde D je

1 -1 1
diagonélni a X 'AX = D.

5.3.11
2 10
Rozhodnéte, pro jaka o € R je diagonalizovatelnd matice A = 2 1 0
2—a a—1 «
5.3.12
10 2 3 00
Jsou dény matice A= [0 3 0] aB= |0 —1 0].Jematice A podobna matici B? Pokud
2 01 0o 0 3

ano, najdéte podobnostni transformaci, tj. najdéte regularni matici X takovou, ze X 'AX = B.

5.3.13

Pro jakd a € R je A diagonalizovatelna? Pro takova « najdéte regularni matici X a diagonalni
matici D tak, ze X TAX = D.

a 0 —«a
A= 00 O
—a 0

(0%
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5.3.14

100 100
Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A= |1 0 1|.Jepodobna matici {0 0 0]7?

100 000
Pokud ano, najdéte matici podobnostni transformace. Pokud ne, vysvétlete.

5.3.15

Necht A,B € C™" takové, ze B vznikne z A zdménou i-tého a j-tého faddku a zdrovei i-tého a
j-tého sloupce (i,7 € m, i # j). Potom jsou matice A, B podobné. Dokazte. Naleznéte matici
X € C™™ takovou, aby B = X 'AX.

5.3.16

Zjistéte, zda nésledujici matice A, B € C*?* jsou podobné:
01 « 010

a) A=100 1],B=({0 0 1]|,kdeacC,
000 000
111 300

b)yA=[1 1 1|,B=|0 0 0],
111 000
2 00 200

c)A=[0 0 1}],B=|0 0 1},
0 -1 0 010
010 1 0 0

d)A=[0 0 1|,B=[0 w 0 |, kdew je néktery z neredlnych kofent rovnice 2° = 1.
100 0 0 w

Definice

Necht A, B € L(V). Operatory A a B jsou vzdjemné podobné, pravé kdyz existuje reguldrni
operator X € L(V) takovy, ze A= X 'BX.

5.3.17

Dokazte, ze relace podobnosti linedrnich operatora na V' (resp. matic z C™") je reflexivni,
symetricka a tranzitivni.

5.3.18
Necht A, B € L(V) podobné. Dokazte, ze potom:

a) h(A) = h(B),
b) A", B" jsou podobné (n € N),

c) jsou-li navic A, B regularni, jsou A~*, B~! podobné.
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5.3.19
Necht A, B € L(V,,) podobné. Dokazte, ze potom:

a) det A = det B,

b) PaA = PB-

5.3.20

Necht A, B € L(V) podobné, Cy € L(V) regularni takovy, ze B = Cy ' ACy,
P={CeL(V)B=CT1AC}, Q ={DCo|D € L(V),AD = DA}. Dokazte, ze P = Q.
5.3.21

Necht A, B € £(V), necht alespon jeden z nich je reguldrni na V. Potom jsou operdtory AB
a BA podobné. Dokazte. Zustane uvedené tvrzeni v platnosti, jestlize zadny z operatoru A, B
neni regularni na V'?

5.3.22

Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T, o € T, A € L(V), ktery je podobny operdtoru
al. Potom A = al. Dokazte.

Definice

Necht A € £(V) a P CC V. Podprostor P nazveme invariantni vzhledem k A, pokud A(P) C
P.

5.3.23

Necht A € L(V), P,Q CC V invariantni vzhledem k A. Potom:
a) P+Q,b) PNQ
jsou rovnéz invariantni podprostory vzhledem k operatoru A. Dokazte.

5.3.24
Necht A € £(V). Dokazte, ze potom plati:
1. ker A i A(V) jsou invariantni podprostory prostoru V' vzhledem k operatoru A,

2. je-li P CC V invariantni vzhledem k A, je také A(P) invariantni podprostor prostoru V'
vzhledem k operatoru A.

5.3.25

Necht A € L(V), #,..., 7 vlastni vektory operdtoru A. Potom [Zy,..., Z] je invariantni
podprostor prostoru V' vzhledem k operatoru A. Dokazte.

123



5.3.26

Necht A € L(V) je reguldrni, P CC V invariantn{ vzhledem k A, dim P < +oco. Potom P je
invariantni vzhledem k A~'. Dokazte.

5.3.27

Naleznéte vSechny linearni operatory A na prostoru V,, nad télesem T takové, aby kazdy
podprostor prostoru V,, byl invariantnim podprostorem vzhledem k operatoru A.

5.3.28

Uved'te pifklad vektorového prostoru Vs a operatoru A € £(V3) tak, aby jedinymi invariantnimi
podprostory prostoru V5 vzhledem k operdtoru A byly {0} a V5.

5.3.29

0 0

Necht X = (#,75) je baze prostoru Vi, A € L(V3), YA = (0 ]

) . Naleznéte vSechny

invariantni podprostory prostoru V5 vzhledem k operdtoru A.

5.3.30

Necht m,n € N, m < n. Potom prostor P,, je invariantnim podprostorem prostoru P,, vzhledem
k operatoru derivovani D na P,. Dokazte.

5.3.31
Necht A, B € L(V,), pa = pp. Potom det A = det B. Dokazte.

5.3.32

Necht A je linedrni operdtor na komplexnim vektorovém prostoru V,,, o(A) = {\y,..., A}
Potom:

k
1. H )\;“()‘j) = det A,
j=1

k
2. cislo Zl/a()\j))\j je rovno souctu diagondlnich prvku (tim myslime prvky na hlavni
7j=1

diagonale ) v matici * A nezdvisle na volbé béze X prostoru V, (tzv. stopa operatoru
A, znacime Tr(A)).

Dokazte.

5.3.33
Necht A € L(V,,), 0(A) = {1, ..., \¢}, oznacme h; = h(A—M\;I) pro j € k. Potom mé operétor
k

A praveé Z(n — h;) linedrné nezavislych vlastnich vektora. Dokazte.
j=1
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5.3.34

Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T, A € L(V). Potom kazdy nenulovy vektor
z prostoru V je vlastnim vektorem operatoru A, pravé kdyz existuje ¢islo a € T takové,
ze A = al. Dokazte.

5.3.35

Necht je splnéna alespoii jedna z nésledujicich podminek:
1. Ae L(V,), V, nad C,
2. Ae L(V,), V, nad R, n liché ¢islo,
3. Ae L(V), V nad C, dim A(V) < 4o0.

Potom o(A) # (). Dokazte.

5.3.36

Uved'te pifklad linedrnfho operdtoru na prostoru koneéné kladné dimenze, ktery nemd Zadny
vlastni vektor.

5.3.37

Necht A € L(V,,), ktery m4 n ruznych vlastnich ¢&isel, B € L(V,,), ktery komutuje s A. Dokazte,
Ze potom:

1. B je diagonalizovatelny,

2. kazdy vlastni vektor operatoru A je vlastnim vektorem operatoru B.

5.3.38
Necht A € £(V). Potom A je monomorfni, pravé kdyz 0 ¢ o(A). Dokazte.

5.3.39
Necht A € L(V,). Potom A je reguldrni, prave kdyz 0 ¢ o(A). Dokazte.

5.3.40

Necht A € L(V,) regularni, 0(A) = {\1,..., \}. Dokazte, ze potom:

Vo)
Nt
b) vt () = v (Ai) pro kazdé j € k,

) pro kazdé j € k
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d) kazdy vlastni vektor operatoru A piislusny \; je vlastnim vektorem operatoru A~ piislusnym
1
)\_j’

e) operator A je diagonalizovatelny, pravé kdyz je diagonalizovatelny operdtor A=,

5.3.41

Necht X' = (7,75, 73) je bdze vektorového prostoru V3 nad R, A € L(V3). Zjistéte, zda A
je diagonalizovatelny operator. V kladném piipadé naleznéte diagonalni bazi Y = (1, %, U3)
operatoru A a urcete Y A, je-li:

52 -3 31 —1
a) YA=|[4 5 —4], d) *A=10 2 0],
6 4 —4 11 1
1 11 4 2 1
b) YA=1[1 1 1], e) YA=|-2 1 2
111 -2 -2 1
4 -5 2
) YA=1|5 -7 3],
6 —9 4
5.3.42

Necht X' = (7,75, 73) je bdze vektorového prostoru V3 nad C, A € L(V3). Zjistéte, zda A
je diagonalizovatelny operator. V kladném piipadé naleznéte diagonalni bazi Y = (1, %, Us3)
operatoru A a urcete YA, je-li:

1 -3 4 4 7 -5
a) YA=[4 -7 8], c) ¥A=[-4 5 0],
6 —7 7 19 —4
—13 6 —12 23 —10 -8
b) YA = 4 =3 4, d) YA= (33 —14 —12
16 -8 15 22 —10 -7

5.3.43

Necht X = (7,7, 73) je bdze vektorového prostoru V3 nad R, A € £(V3). Dokazte, ze A je
reguldrni operator na prostoru Vi, a zjistéte, zda je diagonalizovatelny operator A~*. V kladném
pifpadé naleznéte diagonalni bazi Y = (41, ia, ¥3) operdtoru A~ a uréete ¥ (A1), je-li:

5 —2 =2 2 -1 2 -20 9 -18
a) YA=|[-2 1 -1, b)) *A=| 5 -3 3|, ¢ YA= 6 -5 6
14 —6 —4 -1 0 =2 24 —12 22
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5.3.44

1 1 1 -1
, 1 1 1 . . , 4 4
Necht X = il ol 0 je baze vektorového prostoru R*, A € L(R").
1 0 0 0

Zjistéte, zda A je diagonalizovatelny operator. V kladném piipadé naleznéte diagondlni bazi
Y = (i1, 2, U3, i) operatoru A a urcete YA, je-li:

3 10 0 111 -1
e, |1 10 o0 v o000 o
a) "A=1g 5 3| d)7A =17 171 4|
4 -1 3 —1 100 0
1 0 2 -1 000 1
v |0 1 4 -2 v, (0010
b)"A=1, .1 o 1| ©)"A=1010 ol
9 1 -1 2 1000
1 -1 -1 1 111 -1
0 0 2 -2 000 0
ENX _ X AE
"AT=10 5 9 ol B =10 00 o
0 0 —2 —2 21 1 —1
5.3.45

Necht A € L(C*?), AX = XT pro kazdé X € C*?. Zjistéte, zda A je diagonalizovatelny operator.
V kladném ptipadé naleznéte diagonalni bazi operatoru A.

5.3.46

Necht A € L(P;3), (Az)(t) = z(a — 2t) pro kazdé x € P3, t € C. Urcete vsechna o € C, pii
kterych je operator A diagonalizovatelny, pro tato o naleznéte diagonalni bazi X = (xq, 2, 73)
operatoru A a sestavte ¥ A.

5.3.47

c ({10 (1 0\ [0 0\ (0 1\). . 2o P
Necht)(—((l 0),(0 O>’<O 1),(0 0)) je béze prostoru R A € L(R*%), “A" =

. Urcete vSechna o € R, pfi kterych je operator A diagonalizovatelny, pro tato

oo o
co oo
co oo
o~ Q2 o

a naleznéte diagonalni bazi ) operatoru A a sestavte YA.

5.3.48

Necht A € L£(R*). Naleznéte viechna o € R, pii kterych je operdtor A diagonalizovatelny, je-li:

a) FA =

s o o o
oo o R

p
0
0
3
0
1

Voo o
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00 0 « 100 2
e o0 20 e, (o000
b)"A=10 4 a o )"A=1000 0

40 0 0 300 a
5.3.49

Zjistéte, ktery z nésledujicich operatoru A € L(R"), resp. A € L(C") je diagonalizovatelny
(n>2):

11 1 0 0 0 1
. 11 1 0 0 10
VA= | Q) fA= 10
11 1 0 1 0 0
10 00
a bbb
c b a b b 010 00
b) “A= : 00 1 0 0
b b b a e) A= :
010 --00 ?888(1)
00 1 0 0
C)gA: )
000 0 1
000 --00
5.3.50

Necht P,QCCV,P#V,Q+#V,P®Q =V, necht Ap je projektor na P podle Q.
a) Naleznéte o(Ap).
b) Urcete algebraickou a geometrickou ndsobnost vlastnich ¢isel operdtoru Ap, je-li dim V' € N.

c) Je operdtor Ap diagonalizovatelny v piipadé dimV € N?

5.3.51

Naleznéte charakteristicky polynom, spektrum a vSechny vlastni vektory operatoru derivovani
D € L(P,). Je operdtor D diagonalizovatelny na prostoru P,?

5.3.52

Necht V' je mnozina vSech realnych funkei redlné proménné, které maji vlastni derivace vsech
radu v R. Potom:

a) dokazte, ze zobrazeni D, které kazdé funkci f € V piitazuje jeji derivaci f’) je linedrni na
prostoru V/,

b) dokazte, ze o(D) = R, a najdéte vsechny vlastni vektory.
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5.3.93

Necht V je vektorovy prostor vSech posloupnosti komplexnich ¢isel, A € L(V), Ay, ..., qp,y...) =
(0,1, ...,0ap,...). Naleznéte spektrum operatoru A.

5.3.54

Necht V' je mnozina vSech realnych funkci f redlné proménné t takovych, Ze existuje n € N,
n

¢isla aq, ... an,b1,...,b, € Raplati f(t) = Z(ak cos kt + by sin kt) pro kazdé t € R. Dokazte:
k=1

a) V jenad R vektorovym prostorem (operace jsou definovény obvyklym zptusobem, tj. bodové),

b) zobrazeni D, které kazdé funkci f € V prifazuje jeji derivaci f’, je linedrn{ operdtor na
prostoru V,

¢) (D) = 0.

5.3.55

Nechf A € L(V), V # {0}. Dokaite, ze plati:
a) je-li A=A, je o(A) c {0,1},

b) jeli A> =1, je o(A) C {-1,1},

c) je-li A> =0, je o(A) = {0}.

5.3.56
Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T, A € L(V), oznatme

g(A) ={\ €T | A— Al neni reguldrni}.
Dokazte, ze potom:
a) a(A) C (A),
b) A€ 5(A), prave kdyz A € o(A) nebo (A —N[)V £V,
c) je-li dim V' < 400, je 0(A) = 6(A).

5.3.57
Necht A € L(V), A € 0(A), T € V vlastni vektor operdtoru A prislusejic vlastm’mu ¢islu

A, f € P. Potom vektor Z je vlastnim vektorem operatoru f(A) (je-li f Zb 7, pak

A) = A7, kde klademe A° = I) pifslusejicim vlastnimu &fslu f()). Dokazte.

J=0
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5.3.58
Necht A € L(V), f € P. Dokazte, ze potom:

5.3.59

Necht n € N. Dokazte, Ze kazdy polynom n-tého stupné s koeficientem (—1)" u nejvyssi mocniny
proménné je charakteristickym polynomem néjakého linearniho operatoru na komplexnim vektorovém
prostoru V,.

5.3.60
Pouzitim Hamiltonovy-Caleyho véty vypoctéte k ndsledujicim regularnim maticim matice inverzni:
) 1 2 1 1 1 1
Y\3 4) gt
1 -1 1 =1}’
1 -10 1 -1 -1 1
b) 3 11,
-2 0 4
1 2 -1 =2
2 23 0) 38 0 —4
c) 1 -1 0], 2 2 -4 -3
-1 21 3 8 -1 —6
Vysledky
1 1
5.3.1{ a) Vlastni ¢islo 1 s vlastnim vektorem | 1 |, vlastni ¢islo 2 s vlastnim vektorem | 0 |,
2 1
1 111 100
vlastni é¢fslo 3 s vlastnim vektorem | 2 |. Oznaéime-liX= |1 0 2|,jeX'AX={0 2 0
2 2 1 2 00 3
b) Neni diagonalizovatelna. Jediné vlastni ¢islo je 2 s geometrickou ndsobnosti 2. LN vlastni
1 -1
vektory k 2 jsou napt. |0 | a 1].5.3.2[a) pro @ # 0 A # —8, b) pro viechna a € R.
1 0
5.3.3 A = X'BX pro X = (_? é) 5.3.4/ 8 # —2.5.3.5| @ # 1.[5.3.6/ a) vlastni ¢islo 0
1 5
s /4(0) =1, s 1,(0) = 1 a s vlastnim vektorem napi. 0 |, vlastni ¢islo 35 Ve (g) =25
1
0
Vg <§> = 1 a s vlastnim vektorem napt. | 1 |, b) matice neni diagonalizovatelnd, ¢) neexistuje.
1
- =1 —
5.3.7| Jsou podobné. Oznacime-li X = 10 i|,je XT'AX = B.|5.3.8| A m4 vlastn{ éislo
1 1 -1




0 -2

1 s vlastnim vektorem napi. | 1 |, vlastni ¢islo —1 s vlastnim vektorem napi. | —1 | a vlastni
0 2
2
¢islo 2 s vlastnim vektorem napi. | 1 ]|. Matice B mé vlastni ¢isla s opacnymi znaménky
1
1 0
a vlastni vektory stejné. |5.3.9] A ma vlastni ¢islo 1 s LN vlastnimi vektory napf. 8 a 1
1 0
-1 0
a vlastni ¢islo —1 s LN vlastnimi vektory napft. 8 a _1 .19.3.10| Je diagonalizovatelna.
1 0
0 -1 1 -1 0 0
Oznac¢ime-li X = [2 0 1]|,je X 'AX = 0 0 0].p311a#0Aa#3.5.3.12 Jsou
1 10 000
1 -1 0
podobné. Oznaéime-li X = [0 0 1], je X7'AX = B. |5.3.13| Je diagonalizovatelna pro
1 10
10 1 00 O
o € Rsnapi. X = |01 0] asD= [0 0 0].5.3.14 A ma vlastni ¢islo 1 s
1 0 -1 0 0 2«
1 0
vlastnim vektorem napt. | 2| a vlastni ¢islo 0 s vlastnim vektorem napt. [ 1 |. Ptitom
1 0

plati v,(1) = 1, v4(1) = 1 a 1,(0) = 2, v,(0) = 1. Matice A tedy nemuze byt podobnd
diagonalni matici. [5.3.15| X vznikne z I zdmeénou i-tého a j-tého sloupce. [5.3.16| a), b), d)
ano, c¢) ne. [5.3.21| ne, protipiikladem je A = D (operédtor derivovani) a B = S (operdtor

integrovani). |5.3.271 A = al, a € T.[5.3.28 A € L(R?), €A = < 0 1). 5.3.29| {0}, [#1]x,

-1 0
By, Vo, 5.3.36 A € L(R?), A — (_(1) 0)Badila) G = B+ E 4 20, G = B+ B
100
Us = ¥1+ 20+ 275, |0 2 0], b) 41 = & — 2o, o = &1 — X3, Y3 = T1 + To + T,
00 3
000
0 0 0], c¢) neni, d) neni, e) neni. |5.3.42] a) neni, b) ¥, = & + 275, Yo = 2T + T3,
00 3
-1 00
373 = —3f1+fg —|—4f3, 0 -1 0 N C) gj’l = Zi“l +f2+2f3, gg = 3(4—2)f1+2(5+3l)f2+17f3,
0 01

1 0 0
Us = 3(4+10) 71 +2(5—3i) X+ 1775, | 0 2+ 3i 0 , d) 7 = 271+ 3%9 4273, Uo = 475 — 53,
0 0 2—31

373 - 451 -+ 1153, . 5343 a) 371 - 3.7_3)1 + 5.’1?2 +4fg, ]jQ == fl +4(fg - 25?3, gg - .’/‘?2 - fg,

o O O
o = O
—_ o O
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~1.0 0 L 00
010 s b) neni, C) .7]1 = fl +2f2, ]72 = 252 —ng, gg = —3:?1 —{—fg +4f3, 0 —% 0
00 3 0 01

1 1 1 1 -2 0 0 O
, , -1 1 0 0 02 00
5.3.44] a) neni, b) neni, c¢) Y e tol i o , 0020l d) Y =
-1 0 0 1 000 2
0 0 1 0 00 0O 0 2 2 0 10 0
1 0 0 0 00 0O 1 2 1 0 01 0
ol {1l il o]l oot oY= |1] |c]|1] | 00 —1
0 0 0 1 0001 1 0 1 0 00 0
f) neni. |5.3.45 (((1) 8) , < > <(1) (1)) : (_(1) é)) 5.3.46| a libovolna, x(t) = 1, x5(t) =
1 00
t—a, z3(t) = > —6at+a?, [0 —2 0|.p.3.47a=0,Y = ((0 1) , (O O) , (O 0) , (1 0
0 0 10 0 1 1 0
0 0 4

0 0 0O

000 0 . , R

0010l 5.3.48 a) @ > 0, b) a > 0, ¢) a libovolné. |5.3.49 a), b), d) ano na R" i C",

0 0 01

¢) ne, e) ano na C", na R" pouze pro n = 2. a) {0,1}, b) (1) = 1,(1) = dim P,

v4(0) = 14(0) = dim Q,

c) ano. [5.3.51| pp

()

(—=A)", o(D) = {0}, polynomy nultého stupné,

pouze pro n = 1. [5.3.52| vlastni podprostor piislusny « je tvaru P, = [f]\, kde f(t) =

pro kazdé t € R.

1 =
— = = =

0.3.93

0.

0.3.60

1
1
-1
-1

1
—1
1
-1

1
—1
-1

1
’6)5

1
2
48
—23
20
~10

a)

—4
("
6
-2
2

0

2
3w
-8 —16

4 7
-4 —6

2 2
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12 4
—10 4
6 2

—1 1 -4 -3
-1],¢) 1 -5 =31,
5) -1 6 4
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Kapitola 6

Hermitovské a kvadratické formy

6.1.1

Necht V5 je komplexni vektorovy prostor, X je baze Vs. Zjistéte, které z nasledujicich zobrazeni
Qg B

h: V3 x V3 — C je hermitovskd forma na prostoru V3, (Z)x = | a2 |,(¥)x = | 52
Qs B3

6.1.2

Necht V5 je realny vektorovy prostor, X béze prostoru Vi. Zjistéte, které ze zobrazeni h :
V3 x V3 — R z prikladu je hermitovskd forma na prostoru Vi (prouzky lze samoziejmé
vynechat).

6.1.3

Zjistéte, které z nasledujicich zobrazeni h : P x P — C je hermitovska forma na prostoru P:

a) h(z,y) :x(o)ﬂ z(1)y(0),
b) h(z,y) =

z(0)y
/ D)dt, pricem / Bt = / Re (z(t)y(t)) di+i /0 I (0 dt.
0= [+
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6.1.4

Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem C, A € C™" takovd, ze A;; = A_ﬂ pro kazdé i, j € n,
n E

X béaze prostoru V,,, h(Z,y) = ZZAijaiﬂ_j = (041 ozn) Al 1 | pro kazdé Z,y € V,,
i=1 j=1 B,
ai B
(@)x=1 " |, @Wx= | |. Dokazte, ze h je hermitovskd forma na prostoru V,.
an /BTL

Ekvivalentni formulace: Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem C a X je baze V,. Necht
A € C" spliuje A = A, Nechf h(Z,7) = ((Z)x)" A (§)x. Dokazte, ze h je hermitovské
forma.

6.1.5

Necht ¢ € V¥ h(Z,§) = o(Z)p(7) pro kazdé &, € V. Dokazte, ze h je hermitovskd forma na
prostoru V.

6.1.6

Zjistéte, které z nésledujicich zobrazeni @ : R® — R je kvadratickd forma na prostoru R?

6.1.7

Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem C, A € C™" takovd, ze A;; = A_ﬂ pro kazdé i, j € n,
n n a_l
X béaze prostoru V,, Q(Z¥) = ZZAijaia_j = (a1 an)A : pro kazdé ¥ € V,,
i=1 j=1 o
051
(@)x = |  |. Dokazte, ze @ je kvadratickd forma na prostoru V,,, a naleznéte jeji polaru.
an,
Ekvivalentni formulace: Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem C a X je baze V,. Necht
A € C™" spliuje A = A, Nechf Q(Z) = ((£)x)" A (Z)x. Dokaite, ze Q je kvadraticka forma,
a naleznéte jeji polaru.
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6.1.8

Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem R a X je baze V,,. Necht A € R™" spliiuje A = AT
Necht Q(7) = ((Z)x)" A (Z)x. Dokaite, ze Q je kvadratickd forma, a naleznéte jeji polaru.

6.1.9

Necht V' je redlny vektorovy prostor, o1,y € V¥ a Q(F) = ¢1(Z)p2(Z) pro kazdé & € V.
Dokazte, ze @) je kvadratickd forma na prostoru V', a naleznéte jeji polaru.

6.1.10

Necht X je baze redlného vektorového prostoru V;,, Q kvadratickd forma na prostoru V,,, ktera
n n a1

mé v bazi X tvar Q(¥) = ZZaijaiaj pro kazdé ¥ € V,,, (Z)x = | * |. Je-li Q pozitivneé
i=1 j=1 o

(negativne) definitni, potom a; > 0 (a; < 0) pro kazdé i € n. Dokazte. Plati téz obracené
tvrzeni?

6.1.11

Necht X, ) jsou baze prostoru V,,, @ kvadratickd forma na prostoru V,,. Dokazte, Ze potom:
a) @ je reguldrni, pravée kdyz det ¥ Q # 0,

b) detYQ = |(det YIY)|* - det * Q.

6.1.12

Pro kvadratické formy @) z piikladu naleznéte:
a) ¥Q, b) polaru formy Q, c) nulprostor formy @, d) signaturu Q.

6.1.13

Necht @ je kvadratickd forma na redlném prostoru Vs, kterd ma v bézi X = (¥, ) prostoru
V5 tvar:

a) Q(T) = —ay,

b) Q(7) = —ai + 2a;a9,

¢) Q(7) = af — 203 + 4ajay,
d) Q(7) = mas,

k@(@xz(m

o ) Naleznéte polarni bazi formy Q).
2
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6.1.14

Necht @ je kvadraticka forma na redlném prostoru V3, kterd md v bazi X = (¥}, ¥, #3) prostoru
V3 tvar:

a) Q(¥) = af + 3a3 + 4a3 — 200 + dajas — 20003,
b) Q(F) = a2 — 203 + 4aqas,
¢) Q) = a2 + 4a3 + ai — dajas + 2070,
d) Q(%) = 9a3 + 9a; + 120105 + 120103 — 6asas,
) Q) = g — anas + asas — a3,
f) Q%) = ajas + azaz + a3,
a1
kde (¥)x = | a2 |. Naleznéte polarni bézi formy Q.
a3
6.1.15
Necht @ je kvadraticks forma na prostoru R®, kterd mé ve standardni bazi prostoru R? tvar
Q(Z) = —a7 4+ 23 — 523 + 62,23 + 41513. Naleznéte polarni bazi formy Q.
6.1.16
Necht @ je kvadratickd forma na redlném prostoru Vs, X = (T, To, ¥3) béaze Vs,
-1 -2 2
YQ=1[-2 0 1]. Naleznéte polarni bézi formy Q.
2 1 -1
6.1.17

Necht h je hermitovské forma na prostoru R?, kterd ma ve standardni bazi prostoru R? tvar
h(Z,¥) = 22191 — 212 — Toy1 + T1Y3 + T3y1 + Toys + 273y5. Naleznéte bazi prostoru R? takovou,
aby v ni méla matice formy h tvar:

100 1 00
a) (0 4 0], b) |0 4 0
009 0 00
6.1.18
T
Necht @ je kvadraticks forma na R*, kters pro kazdé & = ?
3

a) Q(F) = —a — 2} + 2xy24 — 4wy 3,
b) Q(F) = a7 + x5 + 23 — 20109 + 20113 — 27174 + 22973 — dToTy — 277,

C) Q(f) = T1T2 -+ Tol3 + T3y —+ T1T4,
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d) Q) = o3 + 23 + 22 + 235 — 22119 + 63173 — 4124 — 42073 + 6T0y — 20314,

Naleznéte polarni bazi formy Q).

6.1.19

Necht h je hermitovskd forma na redlném prostoru Vj, kterd ma v bazi X = (7, To, T3, T4)
prostoru Vj tvar h(Z,y) = a1 51 + aefs + asfy — azfs + asfy + ayfs. Naleznéte polarni bazi
formy h.

6.1.20
Necht @ je kvadratickd forma na redlném prostoru Vi, X = (¥, &y, T3, 4) baze prostoru Vj,
00 0 1
Q= 8 (1] é _(1) . Naleznéte polarni bazi formy Q).
10 -1 0
6.1.21
0O 0 0 -1
;o . 4 € o -1 2 3 . o
Necht @ je kvadraticka forma na prostoru R*, <) = 0 92 —4 7| Naleznéte polarni
-1 3 =7 -9

bazi formy Q.

6.1.22

Necht @ je kvadraticka forma na prostoru R*, kterd ma ve standardn{ bazi prostoru R?* tvar
Q(%) = 25 — 4wowz + 2x9wy + 43 + 75 Naleznéte bazi prostoru R*, v niz ma matice formy Q

40 00
o |00 00
Va0 0 —9 0

00 01
6.1.23

Necht @ je kvadratickd forma na redlném prostoru Vj, kterd ma v bdzi X = (7, Ta, T3, T4)
prostoru Vy tvar Q(Z) = 2aja3 + ayay. Naleznéte béazi nulprostoru formy Q.

6.1.24

Necht @ je kvadratickd forma v R®, kterd ma ve standardni bazi prostoru R® tvar Q(&) =
1

202 — 15 + 6x§ + dx129 — 1221 23. Zjistéte, pro ktera a lezi vektor | —2 | v nulprostoru formy
«

Q.
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6.1.25

2 0 0
Necht @ je kvadratickd forma na prostoru R®, kterd ma v bézi X = 11,121,160
1 1 1
1
prostoru R? tvar Q(Z) = a3 — 20103 — 2asa3. Zjistéte, pro kterd a € R lezi vektor [ 2 + a
0

v nulprostoru formy Q).

6.1.26

Necht @ je kvadratickd forma na redlném prostoru R3, kterd m4 ve standardni bézi prostoru
R3 tvar:

a) Q(7) = 57 + 23 + axd + 4wi1y — 27175 — 27973,
b) Q(F) = o7 — 325 + 73 + 23179 — 42173 + 200973,
¢) Q(T) = ba? + bay + 15 + 20z 19 + 43175 + 41073,
d) Q) = 23 + 22 + 22 + 20z, 39 + 62123 + 21973,

e) Q(F) = 2z 29 — 422 — 225 — 423 — 3aw,73 — 2973

Urcete charakter formy () v zavislosti na parametru o € R.

6.1.27

Necht @ je kvadraticka forma na redlném prostoru V3, kterd md v bazi X = (¥}, ¥, #3) prostoru
Vs tvar Q(Z) = aaiay + 20”ajas. Uréete charakter formy @ v zévislosti na parametru o
Naleznéte polarni bazi formy Q).

6.1.28

Necht @ je kvadratickd forma na redlném prostoru Vj, kterd ma v bdzi X = (7, To, T3, T4)
prostoru Vj tvar Q(Z) = o2 + 2aa oy — a%. Urcete charakter formy () v zavislosti na parametru
« a naleznéte polarni béazi formy Q).

6.1.29

Necht @ je kvadraticka forma na redlném prostoru V3, kterd mé v bazi X = (¥}, 7o, ¥3) prostoru
Vs tvar Q(7) = 502 + aj + a3 + dajan — 2003 — 2a0a3. Naleznéte viechna o € R takova, aby
0 0

existovala baze V3, v niz ma matice formy () tvar 0 |, a néjakou takovou bazi naleznéte.
0

O O

1
0
6.1.30

Necht @ je kvadratickd forma na R®, kterd mé ve standardni bazi prostoru R?® tvar Q(Z) =
ozt — 225 + (o + 1)23 — 200179 — 20173 + 22973, Naleznéte viechna a € R takova, aby forma
@ méla kladny index setrvacnosti stejny jako zaporny.
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6.1.31

Necht @ je kvadratickd forma na Vi, kterd mé v bazi X prostoru Vs tvar Q(%) = aai — 2a3 +
(o + 1)oz§ — 2aaqan — 2aaia3 + 2asa3. Naleznéte vSechna a € R takova, aby forma @) byla
a) pozitivné definitni, b) singuldrni.

6.1.32

Necht @ je kvadratickd forma na R®, kterd mé ve standardni bazi prostoru R® tvar Q(Z) =
o]+ (o +4a)x5 + (da + )23 — 20x179 + 27173 — (4a® + 20 — 12) 2073,

a) Urcete signaturu formy v zavislosti na parametru .
b) Zjistéte, pro kterd «a je forma @ singuldrni.

c¢) Naleznéte véechna a takové, aby existovala baze prostoru R?, v niz matice formy @ ma tvar

00 0
01 0
00 —4
6.1.33
ﬁl n
Necht @ je kvadratickd forma na redlném prostoru V,,, | : | € R", Z 5]2 # 0, X baze prostoru
Bn 7=
Vo, Q(Z) = Z Z Bifja;a; pro vechna & € V,, (Z)x = | @ |. Urcete signaturu formy Q.
i=1 j=1 o,
6.1.34

Necht @ je kvadratickd forma na redlném prostoru V. Potom @ se d4 rozloZit na souc¢in dvou
linearnich funkcionalu na prostoru V,,, pravé kdyz je splnéna jedna z nasledujicich podminek:

a) hodnost formy @) je mensi nez 2,
b) hodnost formy @ je dva a indexy setrva¢nosti formy @ jsou stejné.

Dokazte.

6.1.35
Necht V,, je redlny vektorovy prostor, ¢ € Vn#, ¢ # O. Potom:

a) ¢” je kvadratickd forma na Vj,, kde ¢?*(%) = (¢(%))?,

b) Je-li Q pozitivné definitni kvadraticka forma na V,,, pak det *(Q 4 ¢?) > det *Q pro kazdou
bézi X prostoru V,, kde (Q + ¢*)(Z) = Q(Z) + ¢*(¥). Dokazte.
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6.1.36

Necht V}, je redlny vektorovy prostor, M mnozina vsech kvadratickych forem na prostoru V,,
definujme na M vektorové operace sCitani a nasobeni redlnym c¢islem pfirozenym zpusobem.
Dokazte, ze mnozina M s témito operacemi je vektorovy prostor nad télesem R a urcete jeho
dimenzi. Rozmyslete si, zda podobné tvrzeni plati pro hermitovské formy a zda je opét tieba
omezit se na realné vektorové prostory.

Vysledky
[6.1.]pouze c), d).[6.1.2)pouze a), ¢), d), e).[6.1.3|pouze a), d).[6.1.6)pouze b), ¢), d).[6.L. 7] h(Z, 7)

n n - o ) ) o ) . i} g ’
>OD " Ayails 018 hED) = (@) A @ 619 h(E D) = (@) + 2D 7).
i=1 j=1
1
0 5 0 X X
6.1.10[ ne. [6.1.12 Q Z b) a) 1 0 -1 b) §.Z'1y2 -+ §$2y1 — T2Y3 — T3Y2, C) [2f1 -+ fg]/\,
2
0 —1 0
1 -1 -2
1 -2 00 1 1
d)|1],Qzc): a) 0 0 0],b)3z3ys—2z1y1,¢) [x2]n,d) | 1|, Qzd):a) -1 3 5|,
1 00 3 ) I
2
1 1 2
b) 1y + 3xoys — T1Y2 — oy — 2T1Y3 — 2x3Y; + 5:1:23/3 + §x3y2, c){0},d) [1].6.1.13a) X,
0

b) (flyfl —f—fQ), C) (fl, —251 +fg), d) (fl +fg7fl — ng) 6.1.14 a) (fl,fl +fg, 5[)_3’1 —f—fQ — 25(?3),
b) (fla _Zfl + 52753)7 C) (flafl + 52 + 3_3)37351 + j:2 - fS)) d) (52752 + 31_:3751 - f? - f?))’

0 1 3
0) (T3, 200 + s, 1+ Fo +13), £) (F1 +Ta, 1 — oy —21 —Fo+a5). 6. 115 [ [ 1], (0], [ -2
0 0 1
0 2 -3
6.1.16| (71, 271 — X9, 201 + 375 + 473).16.1.17] a) -1]1,12],]-3 , b) neexistuje.
0 0 3
1 —2 0 0 1 —2 4 —2
0 0 0 1 0 1 1 —1
6.1.18 a) ol it to ., b) NE N EIE 3 )
0 0 2 0 0 0 0 2
1 1 —1 —1 1 ) 2 13
1 —1 —1 1 0 3 0 8 S o o
C) ol ol 1 s 1 s d) ol>lol 1ol 1 . 16.1.19 (Jfl,Ig,ZL’Q +
0 0 1 -1 0 1 1 1
0 1 —1 —1
- LS . 1 3 3 2
T3, —$2+$4). 6.1.20 (ZL’1+I2+$4, T1—To2—Ty, $2+ZL’3, 132—133>. 6.1.21 ol 1ol ol 1
0 1 1 0
0 1 0 0
1 1
6.1.22 g , 8 - g , = 1 16.1.23) (%, X3 — 274). [6.1.24) neexistuje. |6.1.25( pouze
0 0 -3 1
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pro a = —=.[6.1.26| a) a > 2 pozitivné definitni, o = 2 pozitivné semidefinitni, o < 2

indefinitni, b) indefinitni pro kazdé «, ¢) a € (3,5) pozitivné definitni, o € {3,5} pozitivné
8
semidefinitni, a € (—o00,3) U (5, +00) indefinitni, d) indefinitni pro kazdé «, e) a € <—§,2)

8 8
negativné definitni, o € {_5’ 2} negativné semidefinitni, o € (—o0, _§> U (2, +00) indefinitni.

6.1.27| o = 0 pozitivné i negativné semidefinitni, o # 0 indefinitni, (¥ + 25, ¥1 — To, —2aTs+T3).

6.1.28| indefinitni pro kazdé a, (Z1, —aZ| + Ty, &3, Z4). |6.1.29 pouze a = 2, 5:?2, T — 2%y, —T1 +

3 2
3%y + 75.16.1.30| v = 0. 6.1.31] &) neexistuje, b) a = 0.6.1.32{a) | 0 | pro a € (1,3), | 1 | pro
0 0
2 1 1
a € (—o00,—3)U(—-1,1) U (3,400), | 0| proa € {1,3}, | 2| proa € (=3,—1), [ 1] pro
1 0 1
a€{-1,-3}, b) £1, £3, ¢) -1, —3./6.1.33 (1,0,n — 1).|6.1.36 @
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Kapitola 7

Vektorové prostory se skalarnim
soucinem

V celé kapitole je téleso realné nebo komplexni.

7.1 Skalarni soucin a ortogonalita

7.1.1

Necht H je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem nad télesem 7T'. Potom plati:

8) (af +§12) = a(@2) + (712),
b) (zg) = (),

¢) (@lag +2) = Al + (#]2),
d) (70 = (01 = 0

v~ 172 = — =

7.1.2

Necht H je prostor se skaldrnim soucinem nad télesem 7. Potom plati:
a) ||Z|| >0, ||Z]] =0, prave kdyz Z = 0,

b) ez = laf]IZ]],

o) 1Z+ g1 + 17 — g1 = 2|21 + 17]1*),

d) (z[g) =

(@) = 5 117+ 91° = 12 = g* + (|7 + gl = | = ig]*)], je- il T = C,

(17 + g1 = 17 = glI°), je-li T =R,

[ =] =

e) 12l =7l < 17 = ¥l

pro kazdé ¥,y € H a kazdé a € T. Dokazte.
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7.1.3

Necht H je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem (-|-). Pro kazdé Z,4 € H polozme:
a) {Z]g} = ||z - 7],

b) {Z|y} = (717),

c) {Z|y} = a(Z|Y), a € R.

Zjistéte, je-li zobrazeni {-|-} skaldrni soucin na prostoru H.

7.1.4
Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem T'; X baze prostoru V,,, h: V,, x V,, = T, h(Z, ) =
n &3] /61
Z aij, kde () =] : |, W)x = | : |. Dokazte, ze h je skaldrni soucin na prostoru V,,.
=t ay, Bn
7.1.5
Necht H, je prostor se skalarnim sou¢inem nad télesem T, X = (&#,...,%,) bdze prostoru
H,. Potom existuje pravé jedna matice A = (a;;) € T™" takovd, ze pro kazdé Z,y € H,,
aq I n n
(@)= |,@a=| 1 | je(&ly) = Z Zaijaiﬂ_j. Dokazte. Cemu je rovno a;;?
a B =g
7.1.6

Zjistéte, které z nasledujicich zobrazeni h : R x R? — R je skaldrn{ soucin na prostoru R*:

a) h(fa 37) = 21Y1 + 2T2Ys — 1Yo,

i

b) h(Z,y) = x1y2 + @21,
c) hMZ,y) = 11 + T2y + T1Y2 + T2y,
d) h(f, ?7) = 2x1y1 + 312y + 211y + 22201,

pro kazdé 7,7 € R?, 7 = ("“"1) 7= <91>.

T2 Yo

7.1.7

Zjistéte, které z nasledujicich zobrazeni h : R* x R®* — R je skaldrni souc¢in na prostoru R?:

a) h(Z,9) = 3z1y1 — 21y2 — T2t + 222y + T1Y3 + T3y1 + T3Ys,

b) M, 7)) = 22191 — 212 — oy + T3Ys,

c) hMZ,y) = 2x1y2 — Ty + T1y1 + T3y1 + Tayo + 2x3Ys,

d) h(Z,9) = 101 + 2222 + 623Y3 + T1y2 + Toy1 + 221Y3223y1 + 322Y3 + 3x3Y2,
xy Y1

pro kazdé 7,7 € R*, &= 2o |, 7= [ w2
Z3 Y3
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7.1.8
Necht o, 3,7,0 € C, h : C* x C* — C, h(Z,¥) = az1yz + Brayi + Y117 + d22% pro kazdé

ZyjeC? 7= <§1>, Y= (gl) Naleznéte nutné a postacujici podminky, jaké musi spliovat
2 2

¢isla a, 3,7, 8, aby byl h skaldrni sou¢in na prostoru C2.

7.1.9
Necht h : T™" x T™" — T, h(A,B) = ZZCLU@, A = (a;;), B = (b;j). Dokazte, ze h je
i=1 j=1

skalarni sou¢in na prostoru 77",

7.1.10

Zjistéte, které z nasledujicich zobrazeni h : P x P3 — C je skalarni soucin na Ps:

b
a) h(z,y) = / z(t)y(t)dt, a,b € R, a < b,

b) h(z,y) = x(0)y(0) +2(1)y(1) +=(2)y(2),

) h(z,y) = 2008 + a1 B + asBa + apBi + a1 fo, T(t) = ap + art + ant?, y(t) = By + Bit + Bot?
pro kazdé t € C.

7.1.11

Zjistéte, které z nasledujicich zobrazeni h : P x P — C je skalarni soucin na P:

b
a) h(z,y) = / z(t)y(t)dt, a,b € R, a < b,

b) h(z,y) = 2(0)y(0) + z(1)y(1) + z(2)y(2),

¢) h(z,y) = 20080 + a1B1 + @B + By + a1 fo, x(t) = Zajtj, y(t) = Zﬁjtj pro kazdé
j=1 j=1

teC,n>2.

7.1.12
Necht X je baze prostoru H, se skaldrnim souc¢inem. Potom (Z|y) = Z ;3; pro kazdé ¥,y €
j=1
a; Bi
H,, (@x=1| |, ®a=1| |, pravé kdyz baze X je ortonormélni. Dokazte.
an /871
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7.1.13

Necht H je prostor se skaldarnim soucinem nad télesem T', (Z, ) soubor vektoru z prostoru H.
Dokazte, ze potom:

a) (Z]y)| = |Z]| - [|#]l, prave kdyz soubor (Z,¥) je linedrné zavisly,
b) [|Z+4]| = |17 + ||7]|, préave kdyz existuje ¢islo o € T, v > 0 takové, ze & = agf nebo § = a.
7.1.14

Necht & je hermitovska forma na vektorovém prostoru V/, jejiz diagonala je pozitivné semidefinitni.
Zjistéte, zda pro kazdé 7,4 € V plati |W(Z,7)| < V/h(Z, Z)/h(T, 7).

7.1.15
aq B n 2 n n

Necht | e Cn, .| € C". Potom plati Z a;Bi| < Z ;] - Z |3;]?. Dokazte.
o, i = = A

7.1.16

Necht f, g jsou spojité redlné funkce definované na intervalu (a,b). Potom plati

( / bf(t)g<t)dt>2 < / be(t)dt- / bgz(t)dt. Dokazte.

7.1.17

Necht (74, ..., Z) je linedrné nezavisly soubor vektort z prostoru se skaldrnim sou¢inem. Potom
gramian (tedy determinant Gramovy matice G spliujici G;; = (Z;|7;)) tohoto souboru je kladné
¢islo. Dokazte.

7.1.18

Necht (Zy, ..., Z%) je soubor vektort z prostoru H se skaldrnim sou¢inem nad télesem 7', 4, j € @,
i # 7, a € T. Jak se zméni gramian tohoto souboru, jestlize:

a) v souboru (&, ..., 7)) zaménime vektory 7; a Z;,
b) vektor #; vyndsobime ¢islem a,

c) k vektoru Z; pricteme vektor z;?

7.1.19

Necht (Z1,...,Z%) je soubor vektori z prostoru se skalarnim souc¢inem, G Gramova matice

tohoto souboru, k € n. Necht det G (}’ ’ Z) = 0. Potom det G = 0. Dokazte.
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7.1.20

Necht (7, ...,7%) je soubor vektoru z prostoru se skalarnim sou¢inem. Potom prvek Gramovy
matice tohoto souboru, ktery ma nejvétsi absolutni hodnotu, je v této matici na diagonéle (je-li
jich vice, tak alespon jeden z nich). Dokazte.

7.1.21

Necht (7,7, Z) je soubor vektoru z : a) unitdrniho prostoru, b) eukleidovského prostoru, (Z, 2)
linedrné zdvisly. Zjistéte, zda musi platit (Z|7)2 = (¢]2) 7.

7.1.22

Necht (7,7, Z) je soubor vektort z prostoru se skaldrnim souc¢inem. Potom je soubor
(Z,(y]12)@ — (Z|2)y) ortogondlni. Dokazte.

7.1.23

Soubor vektort (&, ) z eukleidovského prostoru je ortogondlni, pravée kdyz ||z + 7||* = ||#]|* +
|7]|%. Dokazte. Plati tato ekvivalence i v unitdrnim prostoru?

7.1.24

Soubor vektoru (Z,¢) z unitarniho prostoru je ortogondlni, pravé kdyz pro kazdé (g) e C?
plati [l + B71|° = la]|? + ||871]°. Dokaste.

7.1.25

Necht (7, %) je soubor vektoru z eukleidovského prostoru takovy, ze ||Z|| = ||7/]|. Potom je soubor
(Z — y, ¥ + ) ortogondlni. Dokazte.

7.1.26

Necht (71,...,7%) je linedrné nezdvisly soubor vektortu z prostoru H se skaldrnim sou¢inem
nad télesem T, (v1,...,9k), (21, .., 2k) ortogonalni soubory nenulovych vektoru z prostoru H
takové, ze pro kazdé | € k je 4,2 € [Z1,..., 7]\ Potom existuji ¢isla aq,...,ap € T takov,

ze pro kazdé | € k je y1 = ayz;. Dokazte.

7.1.27

Necht (Z1,...,%%), (J1,---,Yx) jsou soubory vektoru z prostoru se skaldrnim soucinem takové,
ze (Z;|y;) = 0;; pro kazdé i, j € k. Potom jsou oba soubory linedrné nezavislé. Dokazte.

7.1.28
Necht (Z4,...,%,) je baze prostoru H,, se skalarnim souc¢inem. Potom existuje prdvé jedna baze
(%1, -..,Yn) prostoru H, takova, ze (Z;|y;) = 0;; pro kazdé i,j € n. Dokazte. Jakd je nutnd a

postacujici podminka pro to, aby #; = y; pro kazdé j € n?
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7.1.29

Necht (%1, ..., %), (41, .., ¥) jsou linedrné nezdvislé soubory vektort z prostoru H se skaldrnim
soucinem takové, ze (Z;|y;) = 0 pro kazdé i € k, j € l. Urcete dim [Z4, ..., Tk, U1, - - -, Ui|a-
7.1.30

Nechf P,Q cC H, se skaldrnim soucinem, dim P < dim Q. Potom existuje Z € QNP+, # # 0.
Dokazte.

7.1.31
Necht P,Q cC H, se skaldrnim souc¢inem, P @ Q = H,. Potom P+ @ Q* = H,,. Dokaite.

7.1.32

Necht H,, je prostor se skaldrnim soucinem, P,Q CC H,. Dokazte, Ze potom plati:
a) (P+Q)=P"NQ-,

b) (PNQ)™ =P +Q",

c) P CC Q, prave kdyz Q+ cc P,

)

d) H: = {0}, {0}* = H,.

7.1.33

Necht (#,...,7) je ortonormélni soubor vektoru z prostoru H se skaldrnim souc¢inem, ¥ € H.

k
Potom Z (Z|Z;)|* = ||Z]|?, prave kdyz & € [, ..., L]r. Dokazte.
j=1

7.1.34

Naleznéte uplny soubor vektortu v prostoru:

a) C? se standardnim skaldrnim soucinem,
1 —
b) P, se skaldrnim soucinem (z|y) = / x(t)y(t)dt pro kazdé x,y € P,
0

c¢) R? se skalarnim soucinem (Z|7) = x1y1 + 209ys + 3T3Y3 — Tay3 — T3ys pro kazdé T, € R,

I Y1
7= Z2 |, g: Y2 |,
T3 Y3
1 4 2
4 , (o . 2 5 3
d) P C R” se standardnim skaldrnim souc¢inem, P = 1] 5 1 ,
3 —12 —2
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e) P C R? se skaldrnim soucinem (i|7) = 3uiv; — u1vs — ugvy + 2ugvy + U vs + Usvy + Usvy pro

U1 U1
s o o o S P= = — 2z = 0
kazdé @, 7 € R*, 1= |us |, T= |02 |, v — ’
2% — y — z = 0

us U3

7 —
f) P se skaldrnim soucinem (z|y) = / x(t)y(t)dt pro kazdé x,y € P.
-3

7.1.35

Dopliite na ortonormalni bézi prostoru R* se standardnfm skaldrnim soucinem nésledujici
soubory vektorii:

1 1
) 111 1 1
Y1al1)e| 3]
1 -5
2 1 1
b) 1 2 1 - 1 1
_4 ’\/§ 0 7\/5 1 )
1 0 0
2
11 -2
C) 5 0 )
1
1 1
1 2 1 1
d = P )
v iEIRvAE
0 1
1 1
) 111 1] -1
Ylafrf 2] 1
1 —1
7.1.36
1 0 0
. PR 1 1 0 4 - 1 omod ) )
Najdéte ortonormalni bazi V = ol 11111 CC R*, je-li R* eukleidovsky.
0 0 1
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7.1.37

1 1 3
. e s 2 1 2 4 , .
Najdéte ortonormalni bazi V = NEEIE 3 CC R*, ktera obsahuje vektor
-1 3 -7
2
1
21 -2
0/ 15
7.1.38

Naleznéte ortonormalni bazi prostoru C* se standardnim skaldrnfm sou¢inem, kters obsahuje:

l

a) vektor z 3i 7
v6/ 1,
1 1
b) dva vektory z 2], —2
—1 4/ 1,
7.1.39
1
Doplnte vektor i , je-li to mozné, na ortogonalni bazi prostori:
1
[/ 1 2
-1 4
a) 1 ) 2 )
[\~ 4 A
[/ 1 1 1 3
1 1 1 3
b) Ol’f-1]710}|"|—1
| \—1 0 0 -1/ 1,
7.1.40
Najdéte ortogonalni bazi eukleidovského prostoru R* obsahujici vektor # = | 1
7.1.41
1 -1 1 0
) 4 4. . , 1 -1 0 0
Necht P CC R*, kde R* je eukleidovsky prostor a P = e ol NEE
1 0 —1 1

Najdéete
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a) ortonormadlni bézi P,

1
b) ortogonalni prumét vektoru @ = _1 do P, tedy ap.
0
7.1.42
1 1 0
Najdéte ortonormélni bézi P CC R?, kde R? je eukleidovsky prostor a P = (1J , (1) , _i
1 0 1
7.1.43
1 1 3 1 2
.. |o . " . ) 1 1 0 ]
Necht 7 = ol P cc R*, kde R" je eukleidovsky prostor a P = E sl 1] 9
1 1 1 0 1
Najdéte ortogonalni prumét ¥ do P, tj. Zp.
7.1.44
. e 1 2 11 3 2 2.2 (.
Dopliite na ortonormalni bézi prostoru {(2 _1> ) (_5 3) , (8 _7)} . C R%” se skalarnim
soucinem (AB) = )~ a;;bi; pro kazdé A, B € R*?, A = (a;j), B = (by;), kterd obsahuje:
ij=1
2 1 11 11 01
a) vektor z [(_2 0)]/\, b) vektor z {(1 1)]/\, c¢) vektor z {(1 1> , <2 1)})\.
7.1.45
Naleznéte ortogonalni bazi prostoru P C R? se skaldrnim soucinem (i|v) = 2ujv; — ujve —
U1 U1
U1 + UgVs + ugvs pro kazdé 4,7 € R®, 4= |ug |, U= | vy |, P =22 — 2y + 2 = 0, kterd
us U3

obsahuje:

a) vektorz Q= = — y — 2z = 0,

b)vektoerEi Ty Lo i 8,

c) vektorz Q= o — Ay —

7.1.46

1

Naleznéte ortogondlni bézi prostoru Ps se skaldrnim soucinem (z|y) = / x(t)y(t)dt pro kazdé
-1

x,y € Ps, kterd obsahuje vektory z P; i Ps.
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7.1.47

Necht H je redlny prostor spojitych redlnych funkef na intervalu (0, w) (operace jsou definovéany
obvyklym zpusobem) se skalarnim souc¢inem (f|g) = /W f()g(t)dt pro kazdé f,g € H, fi(t) =
cos kt pro kazdé t € (0, ), k € Ny, gx(t) = sinkt pro k%Zdé t € (0,7), k € N. Potom:

a) (fjlfe) = 0 pro kazdé j,k € Ny, j # k,

Dokazte. Urcete |||, ||gxll, € No, k € N.

7.1.48

Necht H je redlny prostor spojitych redlnych funkef na intervalu (—m, 7) (operace jsou definovény
obvyklym zpusobem) se skalarnim sou¢inem (f|g) = f)g(t)dt pro kazdé f,g € H,

fr(t) = coskt pro kazdé t € (—m, ), k € Ny, gx(t) = sinkt pro kazdé t € (—n,m), k € N.
Potom pro kazdé n € Ny je soubor (fo, fi,..., fn, g1, ., gn) ortogonalni bézi svého linearniho
obalu. Dokazte. Urcete || f;||, |lgxll, j € No, k € N.

7.1.49

1
A . o . z(t) —y(t)
Necht H je redlny prostor redlnych polynomu se skaldrnim soucinem (z|y) = / — "t
j yp ych poly ey = | Ve

pro kazdé z,y € H, Ty(t) = cos(k arccost) pro kazdé t € (—1,1), k € Ny. Potom:

a) T je redlny polynom k-tého stupné v proménné t pro kazdé k € Ny (tzv. Cebyseviy
polynom),

b) (T;|T:) = 0 pro kazdé j, k € Ny, j # k.

Dokazte. Urcete || Ty|| pro k € Ny.

7.1.50

1
Necht H je redlny prostor realnych polynomu se skalarnim souc¢inem (z|y) = / (x(t) —y(t))dt
-1
1
2Kkl dtk
a) Xy je realny polynom k-tého stupné v proménné t pro kazdé k € Ny (tzv. Legendreuv
polynom),

pro kazdé z,y € H, Xx(t) [t? — 1]* pro kazdé t € R, k € Ny. Potom:

b) (X;|X}) = 0 pro kazdé j, k € No, j # k.

Dokazte. Urcete || Xg|| pro k € Np.
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7.1.51

Necht P C R? se standardnim skaldrnfm soucinem. Naleznéte bazi P+ do R*, je-li:

3 1
-5 -1
a)P: 41 0 )
N 1 7 A
[ /3 1 0
1 1 1
b)P_ 4 I 0 9 _2 9
\4/ \2 1),
i 2 0 1
-3 -1 -1
C)P_ 47 07 3 I
|\ 8 0 5/,
[ /3 -1 1 2
2 -1 1 3
d)P_ 1 I 2 ’ O ) _1 )
\o/ \-1/ \u 1],
z - u = 0
e) P= 3z - 2z — 1llu = 0,

3r + 3y + 2z — 28u = 0

7.1.52

Necht P cC R?*, kde R? je eukleidovsky prostor. Najdéte P, je-li:
1 —1 1 0
1 -1 0 0

P= 117 0"’ 11711
1 0 -1 1],

7.1.53

Necht P cc R?*, kde R? je eukleidovsky prostor. Najdéte P, je-li:
2 0 -2
2 2 2

P= 117121’ 3
0 1 2/ ],

7.1.54

1
Naleznéte bazi P;- do Py se skaldrnim soucinem (z|y) = / x(t)y(t)dt pro kazdé x,y € Py.
0
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7.1.55

Necht P C R? se skaldrnim souc¢inem (@|0) = 2uiv; + ugvy + 6usvs — vy — Upvy + Ugvs + U3ty
U1 (%1

pro kazdé @, 7 € R®, = | us |, ¥ = | vy |. Naleznéte ortogonalni bézi P+ do R?, je-li:
Us (%R}
N\ T
a) P= 2 :
| \-1/ ] A
-1 N
b) P = 0,11 ,
L 2) 1.
[ /-1 3 3
c) P= 21,111],18 ,
'\ 0 1 2/ ],
d) P=z=0,
_ -y — z =0
) P= 2 + y — 2z =0
7.1.56
Necht P, Q C R? se skaldrnim souc¢inem (U|T) = 2uqv1 — U109 — U] + UV3 + U3V] + UgVs + 2u3V3
(75} U1
pro kazdé @, 7 € R®, @ = | us |, 7= | v |. Naleznéte ortonormélni bézi P+ do R® obsahujici
us U3
vektor z @), je-li:
a) P= oz — y =0, Q= =« -z = 0,
b) P= o + 2y + 3z = 0, Q= 2z — y = 0,
1 2 1
c) P= -1 , Q= 11,12
3/ 1, 0 0/ 1,
7.1.57
Necht P,Q cc R*, kde R* je eukleidovsky prostor. Najdéte bazi Q@+ do P, je-li:
-1 1 0 -2
-5 4 -1 -9
@= 2 P = 1]’ 31’ 1
3/ 1, 2 5 1)1,
7.1.58
3 1 2
) 4 A- . , -2 -1 -2
Necht P, Q) CC R*, kde R* je eukleidovsky prostor, Q) = 9 , P = E 2l | =
-3 -1 -3

Najdéte bazi Q* do P, tj. bazi ortogonalniho doplitku @ do P.
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7.1.59
Necht P,Q cC R?, kde R? je eukleidovsky prostor. Najdéte bazi Q do P, je-li:

1 1 -3 1
0 1 2 2
@= 2 » P = 1]’ 21710
0/ 1, 1 2 2) ],
7.1.60
2 a1
Necht je ddn vektor Z = ik P ccC R* kde R* je eukleidovsky prostor, P = 22 as —az =0
3
2 ay
Najdéte ortogonalni prumét ¥ do P.
7.1.61
1 -1 1 0 1
) 4 4 4 . , -1 1 0 1 1
Necht P cC R*, Q cC R*, kde R* je eukleidovsky prostor, btz il ol o
-1 1 0 1 1)1,
a1
a@) = 22 a1 —az =0Aay —ag =0 ;. Najdéte
3
Q4

a) Qp do P (nikoli do R?),

b) ortogonalni prumét vektoru & = do Q3, tj. fQ]LD.

— = O =

7.1.62

Najdéte ortonormalni bazi P = [, CC R” nejprve pomoci Gramova-Schmidtova ortogonalizaéniho
procesu a pak jesté jinym zpusobem.

7.1.63
a
Necht P cC R*, kde R* je eukleidovsky prostor, P = 22 a1+ as +as =0 ). Najdéte
3
Qy

a) P+ do R*,

b) ortonormélni bazi P,

c¢) ortogondlni prumét do P pomoci nalezené ortonormalni baze.

1
—1
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7.1.64

1 1
Necht P cC C4, P = 8 : (1) . Najdéte
0 0/ 1,
a) Pt do C*,
1
PN |
b) ortogonalni prumét 1 do P.
1

7.1.65

2

Necht P, Q@ C R*? se skaldrnim soucinem (A|B) = )  ay;bi; pro kazdé A, B € R**, A = (a;;),

1,j=1

B = (b;;). Naleznéte bazi Q* do P, je-li:

G106 2
)| R (R R R IR

7.1.66

1
Necht P,@Q C P se skaldrnim soucinem (x|y) = / x(t)y(t)dt, P = [z1]x, Q = [y1, Y2, Y3]a-
0

Naleznéte ortogonélni bazi P+ do Q, je-li:

a) v1(t) =14+ t% y1(t) = 1+t + 12, yo(t) = 2t, y3(t) = 2 — t + 2t*, pro kazdé t € C,

b) 21(t) =1, 51(t) =1 — 12, yao(t) = t*, y3(t) = t + 12, pro kazdé t € C.

7.1.67

Necht P cC R? se standardnim skaldrnfm soucinem, & € R*. Naleznéte vektory i € P, 7 € P+

takové, ze ¥ = ¢ + Z, je-li:

—2 1 3

I ) B 1 1
a)x— 2 JP_ _1 ’ O )

) 2 1

A
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2 1 1
N A R R | 1
b) T = _3 7P_ 1 ) -1 ’
—6 1 2 N
6 3 0
C) Tr = 4 7P_ 1 ) _2 ’
13 7 1 N
2 [ /2 2 1
L ol L 3] [ 2
d) T = 1 ?P_ 3 ) 1 ) 2 )
4 \o/ \4) \-1/],
1 [ /0
N SR R
e) T= ) , P = 0
1 \1/ ],
7.1.68

Najdéte ortogonalni doplnék k P =

— NN O

—2
: g CC RY, je-li
2

O = NN

A

a) R* vybaven standardnim skaldrnim soucinem,

1100
4 . . g 1200
b) R* vybaven skaldrnim souc¢inem h takovym, ze “h = 00 1 0
000 2
7.1.69
Necht P cc R?,
1 -1 1 0
1 -1 0 0
P=Ua o o] 1|
1 0 -1 1
Najdéte P, pokud
a) R* je eukleidovsky,
2000
4 o .. , . € 0100
b) R* vybaven skalarnim sou¢inem h takovym, ze “h = 0010
0001
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7.1.70

1 1 0
- .. 4 0 1 -1
Najdéte ON bazi P CC R, kde P = lol 1 , pokud
1 0 1)1,
a) R* eukleidovsky,
1000
4 . [ o .. . € 0200
b) v R* je definovén skalarni soucin h spliujici “h = 0010
0001
7.1.71
1 1 3 1 2
- 0 4 —1 -1 0 -1 - o
Necht ¥ = ol P CcCR* kde P = e sl 1] 9 . Najdéte ortogonalni
1 1 1 0 1)1,

prumét & do P, tj. £p, pokud

a) R* je vybaven standardnim skaldrnim soucinem,

Zq
b) v R* je definovén skaldrnim soucin (Z|4) = 22,y; + 229y2 + 3ys + 434 pro kazdé 7 = iz ,
3
Ty
n
S Y2
Y Ys
Yq
7.1.72
2 Qaq
Necht je ddn vektor HE PCcCR* kde P ={ 32 | as—az = 0}. Najdéte ortogonélni
3
Oy

prumét ¥ do P,
a) pokud R* je eukleidovsky,

b) pokud je v R* definovén skalarni soucin (Z|§) = 22191 + Toys + T3ys + Tays + T1Y2 + v

X1 Y1
.1, — T2 — y2

ro kazdé ¥ = LY =
P x3 Y Ys
Ty Ya
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7.1.73

1 1
Necht P cc C* P = 8 , (1] . Nésledujici tlohu teste nejprve pii standardnim
0 0/ ],
1100
’ ’ o , “e ’ ’ o . s , ;s & ]. 2 0 O
skalarnim soucinu a poté pri skalarnim souc¢inu A s matici ve standardni bazi “h = 0010
0001
Najdéte
a) P+ do C*,
1
b) ortogonalni prumét 1 do P.
1
Vysledky
a) ne, b) ano, ¢) pouze pro a > 0. (@] Z;). a), b), ¢) ne, d) ano. a), d)
ano, b), ¢) ne. [7.1.8fa > 0ANJ > 0A B =75 Aad > |y7].|7.1.10]a), b), ¢) ano. [7.1.11] a) ano,
b), ¢) ne. [7.1.14 ano. [7.1.18 a), c) nezméni se, b) vyndsobi se éislem |a|?. [7.1.21]a) ne, b) ano

7.1.23[ne.[7.1.28| (1, . .., &,) ortonormalni béaze. |7.1.29|k+1.[7.1.34|a) ((1) : <(1) , b) (x1, z2),

) (1)
1 0 0
2 v 10
21(t) =1, 2o(t) = v3(1 — 2t) pro kazdé t € C, ¢) 0 ,£ 1, —[1]],
2 1
0 0 2
1 29 1 —4
1 2 1 43 1 1 0
d | —= , —— e)|l— 1|1 , ) neexistuje.|7.1.35a) 3 = — ,
Nvs | ) vaos | ] 9\ % ) ) ‘] o I
3 —-33 1
) —1 0 1 —1
fe B s L s [ e L] a2 1
4 3\/% 6| 4 5v/6 21’ 2 1|’ 3 \/§ 01’ 4 3\/§ 0l
2 12 0 0 4
1 0 1 -1 1
1 0 1 1 1 1 1 1 1 —1
d) nelze, e) ¥3 = — J Ty = — |7.1.36napt. | — , — ,——
) V=7 1" =75 o Plvalol el 2] 2v3]| !
0 —1 0 0 3
2 1 -8 .
) 1 2 14 1.0\ 1 Y 0
7.1.37|napft. R N 7.1.38)a) 1 3], T 3|, — -2,
NG 4+/15 iv6 10 NG
0 —1 18
1 5) —10
by [ 2]t (o2, [ a4
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7.1.39

baze

7.1.43

1 2

7.1.44 Ay ]

7.1.45

7T .
VA 51 = ol =[5 pros € N

-8 14
"\-1 18/ )’

0 3 5
, (1) ) , b) neexistuje, c) (( 2) , (8) ) .
2 —2 6

-5 1

b) neexistuje, (( _—

7.1.46

7.1.48

S|7.1.41

71

63
"\41 —-43

(61, €2, 61—363)-

7149 | T| = \/g pro k € N, |T|| = v/
2 17 —2
2 2 10 2
7.1.50 2/{:—1—1'7'1'51 a) RE 0 ,b) RE
0 -1 0 —
0 0 1 0 2 1
0 1 0 1 —2 —2
e) E E 0 , 1) 1 . [7.1.52 1 . [7.1.53
1) \-7) \-3 0 1) ], 0
0 3 14
7.1.54 (e1 — 12e5 + 305 — 20eq). [7.1.55(a) [ (1], 4] |.») [ 21
0 -1 —6
D 0 19 0 1
d) 711,e) 1), 27 |.[7.1.56(a) 1], 1] ], b) neexistuje,
—2 0 —8 0 —1
1 1 1 16 3 le _i
)|l —=13],— 13 7.1.57 .[7.1.58 naprt. )
\9/ |, 0/ \-1
2 —10 2 1\ | 1
5 5 0 0 1 0
1| 5 .[7.1.60 ol 7.1.61| a) _q , b) 5| 21|
5 5 2 0/ |, 0
2 —4 [ /1 0
2] 1 2 N 1 o] 1
7.1.62napf. sl 32| 4| | 7.1.63|a) P~ = 1 ,b) 0|5
1 3 \o/ |, 1
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i

7.1.59

i

7.1.47

Lfoll =

Ifoll = vam, |Ifill = llgill = /= pro j € N.

1 2

1 0 D
ol I/ c) EE d) neexistuje,
1 -1

1
~1

0

2 A

31
46| |,
—14

napr.

-6 43
—17 46) )



5 0 —1 2
I 0 -1 13+ . .
c) 3| 2 7.1.64] a) ol 1 , b) 3l3-i| 7.1.65| a) tloha nemd smysl,
-3 1 0/ 1, 0
10 0 2 8 —13 27 o
b) ((O O) : (0 1)), c) ((_13 4)>, d) ((5 9)>, e) neexistuje. [7.1.66| a) (4be; —
-1 —1
11262 + 4563), b) (61 - 464,4661 - 13562 — 13563 + 26664) 7.1.67 a) g = _; 3 7= le s
3 2
-1 9 0 1
R L L L= L1 50 - 1 [-5 S 1] - 10
b)y—O,Z-SL’,C)y—I,Z-O,d)y—Z 572_1 -1 7e)y_ 072_ 11
—13 -3 1 0
1 1 3 4 2 1
—1 —2 —2 -3 —2 —2
7.1.68| a) ol | 2 , b) ol | o 7.1.69| a) 1 , b) 1 :
2 0 N 1 0 N 1 N 1 N
1 2 1 2 1 2
110 1 3 1 10 1 3 11 -1 1] -1
7.1.701a) | — ,—— ,b) | — ,—— A7.1.71)a) = ,b) =
) \/5 1 \/I5 -1 ) 311 2\/6 -1 ) 2 1 ) 3 2
1 —1 1 —1 1 1
2 4 0 —1i 2 0 1—2i
0 1(1 0 -1 {3+ 0 -1+
2 6 1 0/ 1, 0 1 0 \
2—1
L5+
4 14—1
0

7.2 Linearni funkcionaly na prostorech se skalarnim souc¢inem

7.2.1

Necht ¢ je linedrni funkcional na prostoru C* se standardnim skaldrnim soucinem. Naleznéte
I

vektor 7 € C? takovy, Ze pro viechna & € C? je (&) = (#|2), je-li pro véechna ¥ = | x5 | € C*:
€3

a) o(T) = w2,

b) ¢(¥) = 2z, — 3w,

c) o(Z) = 2z +ixg — 4ws.
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7.2.2

Necht ¢ je linedrni funkciondl na prostoru R® se skaldrnim soucinem (Z|j) = a1y, + 272y +

L1 Y1
2a3ys + T1yp + Loy — Tays + x3yp pro kazdé T € R, T = |z |, 7 = |p |, X =
T3 Y3
1 1 1
11,{1],10 béze prostoru R3. Naleznéte vektor 7 € C* takovy, ze pro vsechna
1 O 0
7€ C?je (%) = (¥]2), je-li:
a) ( )
1
b) (plax =1 2
—1
7.2.3

1
Necht ¢ je linedrni funkciondl na prostoru Py se skaldrnim soucinem (z|y) = / z(t)y(t) pro

1
kazdé x,y € Py. Naleznéte vektor z € P, takovy, ze pro vechna z € Py je p(x) = (z|z), je-li
pro kazdé x € Ps:

7.2.4

Necht ¢ je linedrni funkcional na prostoru Py se skalarnim soucinem (z|y) = z(0)y(0)+z(1)y(1)
pro kazdé x,y € Ps. Naleznéte vektor z € Py takovy, ze pro vSechna x € Py je p(z) = (x|z2),
je-li pro kazdé x € Po:

0 @es = (3)

b) ¢(z) = z(0) + z(2).

7.2.5

1
Necht ¢ je linedrni funkciondl na prostoru Ps se skaldrnim souc¢inem (z|y) = / x(t)y(t) pro

0
kazdé z,y € Ps. Naleznéte vektor z € Ps takovy, ze pro vSechna = € Ps je p(z) = (z|2), je-li
pro kazdé x € Ps, x(t) = ap + agt + aot™:
a) @(r) = ag + 201 — o,
1 1

b) ¢(x) = 300 + 6@'041.
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7.2.6

Necht ¢ je linedrni funkciondl na prostoru Ps se skaldrnim soucinem (r|y) = aofo + 20151 +
o2 + apBr + a1 By pro kazdé x,y € P, 2(t) = ag +ant +agt?, y(t) = Bo + Bt + Bat® pro kazdé
t € C, p(x) = iz(—i) pro kazdé = € Ps. Naleznéte vektor z € P takovy, ze pro véechna z € Ps
je p(x) = (x]z).

7.2.7
Necht X = (#4, ..., %,) je ortonormélni baze vektorového prostoru H,, nad C, ¢ € H} .Naleznéte
vektor z € H, takovy, ze pro vSechna z € U, je ¢(x) = (x|2), je-li pro kazdé 7 € U,,
g
() = |
Qp
a) o(Z) = ) (2—j)ay,
j=1
b) o(7) = ) (2—1i)o;
j=1
7.2.8

Necht H je prostor se skaldrnim soucinem, dim H < +oo, Ty € H, A € L(H), p € HF,
) = (¥y|AZ) pro kazdé ¥ € H. Naleznéte vektor z° € H takovy, ze pro vSechna & € H je
)

— (#]2).

(€
o(&

7.2.9

Necht H je prostor se skaldrnim sou¢inem nad télesem 7', dim H < 400, @1, 92 € H?, a € T,
U1, 2 € H takové, ze pro vsechna ¥ € H je p1(Z) = (Z]i1), ¢2(F) = (Z|7). Naleznéte vektor
Z € H takovy, ze pro viechna T € H je (a1 + 2)(T) = (Z]2).

Vysledky
0 2 2 0 —8 1 3

7.2.1 a) 1 s b) 0 , C) —i . |7.2.2 a) 1 s b) 71.(7.2.3 a) 561 + 162, b) 562,
0 -3 —4 0 3

3
c) 561~ 52’62. 7240 a) (=3 —i)e; + (6 + i)ea, b) 2es. |7.2.5] a) 3(—31le; + 176es — 170e3),

b) 3(1+2i)er —A(3+8i)ea+10(1+3i)es. [7.2.6) (—1 — 2i)es + (1+i)es +ies. [7.2.7]a) Y _(2— )&,

J=1

b) (2+14) Y . [1.2.8 ATy [1.2.9) G + .
j=1
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7.3 Linearni operatory a matice na prostorech se skalarnim
soucinem

7.3.1

3 V2
Je ddna matice A = [ /2 2
0 0
vektorech a diagonalizovatelnosti vime z teorie. Poté najdéte jeji vlastni ¢isla a k nim prislusné
LN vlastni vektory.

\)

0
0 | . Nejprve uved'te, co vée o jejich vlastnich éislech, vlastnich
1

7.3.2
1
Najdéte OG bézi prostoru R* obsahujici vektor @ = [ 1
1

e nejprve pii pouziti standardniho skaldrniho soucinu,

e poté pii pouziti skaldrniho soucéinu h, pro ktery plati £h =

S O W
S NN O
—_— o O

7.3.3

Je matice A =

o N O
S O =

a) hermitovska,
b) unitérni,
¢) pozitivné definitni?

Co vSe umite tici bez pocitani o jejich vlastnich ¢éislech, vl. vektorech a diagonalizaci? Poté
vlastni ¢isla spoctéte a najdéte k nim prislusné LN vlastni vektory.

7.3.4

Necht A =

o&lw
o o

0
0 ]. Je matice A
3

a) normélni,
b) hermitovska,
¢) pozitivné definitni?

Pokud jste néjakou vlastnost zaskrtli, napiste, co z ni vyplyva bez poé¢itani pro spektrum o(A)
a diagonalizovatelnost A. Poté najdéte vlastni ¢isla matice A a k nim piislusné vlastni vektory.
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7.3.5

1 a 1
Pro jakd o € C je matice A= | —a 0 O
1 0 -1

a) hermitovska?
b) symetricka?

V piipadé b) (tedy symetrické matice) napiste, co vite o vlastnich ¢islech a diagonalizaci bez
pocitani. Poté najdéte vlastni ¢isla a k nim ptislusné LN vlastni vektory.

7.3.6

Pro tu z nésledujicich matic, kter4 je hermitovskd a neni symetrickd, uved'te, co vie vite o jejich
vlastnich ¢islech, vlastnich vektorech a diagonalizaci bez pocitani. Poté najdéte vlastni ¢isla a k

1 i 0 1 1 0 4 100
nim pifslusné LN vlastni vektory. A= — | 0 v2 0], B= 01 0)],C=(0 20
V2 —i 0 i - 0 1 00 3

7.3.7

Necht H,, je prostor se skaldrnim sou¢inem nad télesem T', h : L(H,) X L(H,) — T, h(A, B) =
tr (AB*). Dokazte, ze h je skaldrni soucin na prostoru L(#,,).

7.3.8

Necht X = (<1) , <(Z))) je béze prostoru C? se standardnim skaldrnim soucinem, A € £(C?),

l

YA = 1 ;) Naleznéte X(A*).
7.3.9
Necht A € L£(R?), R? se skaldrnim soucinem (Z|if) = z1y1 + 5Tays + 623ys + 221y3 + 2231 +
T Y1 0 1 -2
32oys + 3x3ys pro kazdé T, 7 e R®, = |ao |, 7= |2 |, A =12 0 —1]. Naleznéte
T3 Y3 3 -2 0
7.3.10
Necht X je baze vektorového prostoru R? se skaldrnim sou¢inem (Z|Y) = 2a1 01+ 3 fo+a3f5+
aq 51
20&1524‘20(251+@1ﬁ3+0&351+&2ﬁ3+0&362 pro kazdé f,@je E3, (f)/\/ = Qg 1, (g)x = Bg ,
as 53
2 1 1
fA=|—-1 =3 1]. Naleznéte ¢(A").
9 _
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7.3.11

Necht X je ortonorméln{ bdze eukleidovského prostoru Hs, A € L(H3), Y = (41, 2, J3) je baze
Hs. Naleznéte Y (A*), je-li:

11 3 1 1 1
a) yA = 05 —1 ) (Zjl)X = 2 ) (gZ)X = 1 ) (Zj?)))( = 1 )
2 7 =3 1 2 0
-1 1 5 0 0 1
b) yA = I =2 8], (g1>X =(0], (gQ)X =1/, (g3>X =11
1 3 7 1 1 1
7.3.12
Necht P, @Q C R? se standardnim skaldrnim sou¢inem P= z — y = 0,
Q = r + vy =0 . . . X/ oAxN s 1e o
o + Yo+ oz =0 A je projektor na P podle Q. Naleznéte *(A*), je-li X =
0 2
-11, .10
0 0
7.3.13

1
Necht D je operator derivovani na prostoru Py se skaldrnim souc¢inem (z|y) = 3 / x(t)y(t)dt
0
pro kazdé z,y € P,. Naleznéte ¢ (D).

7.3.14

Necht D je operator derivovani na prostoru Ps se skaldrnim soucinem (z|y) = apfo+a B +aafs
pro kazdé x,y € Ps, 2(t) = ag+art+aot?, y(t) = Bo+Bit+Bet? prokazdét € C, X = (a1, 29, T3)

1 1 11
baze Ps, x1(t) = 5152 -5t zo(t) =12 — 1, 23(t) = St 5252. Naleznéte *(D*).

7.3.15

Necht H je prostor se skaldrnim soucinem, dim H < +oo, Ay,...,Axy € L(H) takové, ze
k

ZA;AJ- = ©. Potom A; = © pro kazdé j € k. Dokaite.
j=1
7.3.16

Necht H,, je prostor se skaldrnim soucinem, A, B € L(H,) takové, ze A*A = B*B — BB*.
Potom A = ©. Dokazte.

7.3.17

Necht P,Q CcC H se skaldrnim soucinem, dim H < 400, P ® Q = H, A projektor na P podle
Q. Potom A* je projektor na Q* podle P*. Dokazte.
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7.3.18

Necht H,, je prostor se skaldrnim soucinem, A € L(H,,), P CC H, invariantni vzhledem k A.
Potom P? je invariantni vzhledem k operatoru A*. Dokazte.

7.3.19

Necht H je prostor se skaldrnim sou¢inem, dim H < +oo, A € L(H). Necht Zy € H je
vlastni vektor operatoru A prislusejici vlastnimu ¢islu A; a soucasné vlastni vektor operdtoru
A" prislusejici vlastnimu ¢islu \o. Potom Ay = ;. Dokazte.

7.3.20

Necht H,, je prostor se skaldrnim soucinem, A € L(H,), o(A) = {1, ..., A\ }. Potom o(A") =
{)\1, e ,/\k}. Dokazte.

7.3.21

Necht H, je prostor se skaldrnim soucinem, A € L(H,). Potom det A* = det A. Dokazte.
Zformulujte analogické tvrzeni pro matici sdruzenou k matici A € T™".

7.3.22

Necht A je symetricky operator na vektorovém prostoru H nad R, dim H < +oo, o € R. Potom
aA je také hermitovsky operator na prostoru H. Dokazte.

7.3.23

Necht A je hermitovsky operdtor na unitdrnim prostoru U,,. Potom:
a) det A € R,

b) (AZ|Z) € R pro kazdé ¥ € H,,

c) je-li A # 0O, a € C, je operator «A hermitovsky, pravé kdyz a € R.

Dokazte.

7.3.24

Necht A € L(H), H prostor nad C se skaldrnim soucinem, dim H < +oo. Potom operdtory
AA*, A*A jsou hermitovské. Dokazte.

7.3.25

Necht A, B jsou hermitovské operatory na prostoru se skaldrnim souc¢inem H nad C, dim H <
~+o00. Potom:

a) A+ B je hermitovsky operdtor na prostoru H,
b) AB + BA je hermitovsky operator na prostoru H,

¢) AB je hermitovsky operator na prostoru H, pravé kdyz operatory A, B komutuji,
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d) je-li navic A reguldrni na prostoru H, je A~ rovnéz hermitovsky operator na prostoru H.

Dokazte.

7.3.26

Necht A, B jsou hermitovské operdtory na vektorovém prostoru #H, dim H < +oo. Potom
operator i(AB — BA) je rovnéz hermitovsky na prostoru H. Dokazte.

7.3.27

Necht X = (74,...,%,) je baze vektorového prostoru H, nad R, A € L(H,) takovy, Ze
(AZ;|%;) = (¥;|AZ;) prokazdé i, j € m, i # j. Potom je A symetricky na H,,. Dokazte. Ukazte, ze
uvedend podminka nestaci k tomu, aby operator A € L(#H,), ktery ji splauje, byl hermitovsky
na H, nad C.

7.3.28

Necht X = (74,...,%,) je baze vektorového prostoru H, nad C, A € L(H,) takovy, ze
(AZ;|Z;) = (¥;|AZ;) pro kazdé i, j € n. Potom je A hermitovsky na #,. Dokazte.

7.3.29

Necht P,Q CC H se skaldrnim souc¢inem, nad C, dim H < +oo, P ® Q = H, A projektor na
P podle Q. Potom A je hermitovsky operator na prostoru H, pravé kdyz P+ = Q. Dokazte.

7.3.30

Necht M je mnozina viech symetrickych operdtori na vektorovém prostoru #, nad R. Dokazte,
ze M CC L(H,) a urcete dim M.

7.3.31

Necht M je mnozina vsech hermitovskych operatorti na vektorovém prostoru #, nad C.
Dokazte, ze M CC L(H,) nad télesem R a urcete dim M.

7.3.32

Necht X je ortonormalni baze prostoru H,, se skaldrnim sou¢inem, A € L(H,) kosy (A je kosy,
pravé kdyz A* = —A). Potom matice ¥ A je kosa. Dokazte.

7.3.33

Necht X je ortonormélni baze prostoru H, se skaldrnim soucinem, A € £(H,,), matice ¥ A kosa.
Potom je operdtor A kosy. Dokazte.

7.3.34

Necht A je kosohermitovsky operator na vektorovém prostoru H,, nad C, \g € o(A). Potom je
Ao ryze imaginarni ¢islo. Dokazte.
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7.3.35

Necht A je kososymetricky operator na vektorovém prostoru H,, nad R. Potom o(A) = () nebo
o(A) = {0}. Dokazte.

7.3.36

Necht A je kososymetricky operdtor na vektorovém prostoru H nad R, dim H < +o00, o € R.
Potom aA je také kososymetricky operator na prostoru H. Dokazte.

7.3.37

Necht A je kososymetricky operator na vektorovém prostoru #, nad C. Potom:
a) h(A) je sudé cislo,

b) det A =0, je-li n liché,

c) (AZ|Z) = 0 pro kazdé ¥ € H,,.

Dokazte.

7.3.38

Necht A je kosohermitovsky operator na vektorovém prostoru H,, nad C. Potom:
a) det A € R, pokud je n sudé &islo,

b) det A je ryze imaginarni ¢islo, je-li n liché,

c) ¢islo (AZ|Z) = 0 je ryze imaginarni pro kazdé & € H,,,

d) je-li A# O, a € C, je operdtor aA kosohermitovsky, praveé kdyz o € R.
Dokazte.

7.3.39

Necht A, B jsou kosé operdtory na prostoru se skaldrnim souc¢inem H nad C, dim H < +oo.
Potom:

a) A+ B je kosy operator na prostoru H,

b) AB je hermitovsky operator na prostoru H, pravé kdyz operatory A, B komutuji,
c) AB je kosy operator na prostoru H, pravé kdyz AB + BA = O,

d) je-li navic A reguldrni na prostoru H, je A~ rovnéz kosy operator na prostoru H.

Dokazte.

7.3.40

Necht A je hermitovsky nebo kosy operdtor na prostoru se skaldrnim sou¢inem H nad C,
dim H < 400, P CC H invariantni vzhledem k A. Potom P je rovnéz invariantni vzhledem
k operatoru A. Dokazte.
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7.3.41

Necht A je hermitovsky nebo kosy operdtor na prostoru se skaldrnim souc¢inem H nad C,
dim H < 400, ¥ € H takovy, ze AZ = 0. Potom AZ = 0. Dokazte.

7.3.42
Necht X = (#,...,7,) je baze prostoru H, se skaldrnim souc¢inem, A € L(H,) takovy, Ze
(AZ;|%;) = —(Zi|AZ;) pro kazdé i,j € n. Potom A je kosy na #H, (A je kosy, pravé kdyz

A* = —A). Dokazte.

7.3.43

Necht M je mnoZina vSech kososymetrickych operdtorti na prostoru H, nad R. Dokaite, Ze
M cC L(H,) nad télesem R a urcete dim M.

7.3.44

Necht M je mnoZina vSech kososymetrickych operdtorti na prostoru H, nad C. Dokaite, Ze
M cC L(H,) nad télesem R a urcete dim M.

7.3.45

Necht A je kososymetricky operdtor na prostoru H, nad R. Potom A je diagonalizovatelny,
pravé kdyz A = ©. Dokazte.

7.3.46

Necht A = (a;;) € C™". Potom A je unitdrni, pravé kdyz je splnéna nékterd z ndsledujicich
podminek:

n
a) Z ak,;a_kj = 52']‘ pro kazdé ’L,j S ﬁ,
k=1

n
b) > autk = 6 pro kazdé i, j € 7.
k=1

Je-li splnéna jedna z podminek, plati i druha. Dokazte.

7.3.47

Necht A je unitdrni operdtor na prostoru H se skaldrnim souc¢inem nad télesem C, dim H <
+00, a € T. Potom operétor aA je unitarni, pravé kdyz |a| = 1. Dokazte.

7.3.48

Necht A, B jsou unitdrni operatory na prostoru H,, se skaldrnim souc¢inem nad C. Potom:

a) AB je unitarni operator na prostoru H,,

b) |det A| =1,

169



¢) A™! je unitdrni operdtor na prostoru H,,.

Dokazte.

7.3.49

Necht A je unitdrni operator na prostoru H nad C se skaldrnim soucinem, dim H < +oo,
P CC H invariantni vzhledem k A. Potom Pt je rovnéz invariantni vzhledem k A. Dokazte.

7.3.50

Necht X = (#4,...,7,) je baze prostoru H, nad C se skaldrnim souc¢inem, A € L(H,,) takovy,
ze (AZ;|AZ;) = (%;|7;) pro kazdé i, j € n, i # j. Potom je A unitérn{ operator na #,,. Dokazte.

7.3.51

Necht A je unitarni operdtor na prostoru H, nad C se skaldrnim sou¢inem, X ortonormalni
baze prostoru H,,, necht matice * A je trojihelnikova. Potom % je diagonalni. Dokazte.

7.3.52

Necht P, ) cC H nad C se skaldrnim soucinem, dim H < 400, P ® Q = H, A projektor na P
podle ). Potom A je unitarni operator, prave kdyz P = ‘H. Dokazte.

7.3.53

Naleznéte nutnou a postacujici podminku pro to, aby diagondlni matice byla unitarni.

7.3.54

Necht A je linedrni operdtor na prostoru H nad C se skaldrnim soucinem, dim H < +oo.
Dokazte, ze kdyz A ma dvé ze ti nasledujicich vlastnosti: 1. je hermitovsky, 2. je unitarni,
3. A% = I, potom mé i vlastnost tieti.

7.3.55

Necht A je kosy operator na prostoru H se skaldrnim soucinem, dim H < +oo. Potom:
a) operator A — I je regularni na prostoru H,

b) operdtor B = (A + I)(A — I)~! je unitdrni na prostoru #,

c¢) operator B — I je regularni na prostoru H.

Dokazte.

7.3.56

Necht B je unitarni operdtor na prostoru A nad C se skaldrnim sou¢inem, dim H < +oo, B—1
je regularni na prostoru . Potom je operator (B+1)(B—1)"" je kosy na prostoru 4. Dokazte.

170



7.3.57

Necht A je hermitovsky operdtor na vektorovém prostoru H nad C, dim H < +oo. Potom:
a) operator A — il je regularni na prostoru H,

b) operator B = (A —4iI)"'(A +il) je unitdrni na prostoru #,

c¢) operator B — I je regularni na prostoru H.

Dokazte.

7.3.58

Kazdy hermitovsky, kosy nebo unitarni operator na prostoru H nad C se skaldrnim soucinem
konecné dimenze je normalni na prostoru H. Dokazte.

7.3.59

Necht A je normdlni operator na prostoru H se skaldrnim soucinem nad télesem T, dim H <
400, a € T'. Potom:

a) operator A je normdlni na prostoru H,
b) je-li navic A reguldrni na prostoru H, je operator A~! rovnéz normalni na prostoru H.

Dokazte.

7.3.60

Necht A je linedrni operator na prostoru H se skaldrnim soucinem nad télesem 7', dim H < +o0,
a,f €T, |a] = |p|. Potom operator A + SA* je normdlni na prostoru H. Dokazte.

7.3.61

Necht A je normdln{ operator na prostoru H se skaldrnim soucinem, dim H < 400, A € o(A4),
P = {7 € H|AZ = \T}. Potom P je invariantni vzhledem k A. Dokazte.

7.3.62

Necht A je linedrni operdtor na prostoru H se skaldrnim soucinem, dim H = 1. Potom A je
normalni operator na prostoru H. Dokazte.

7.3.63

Necht A je normdlni operator na vektorovém prostoru H, nad C. Existuje vzdy diagonalni
baze operatoru A, ktera neni ortogonalni?

7.3.64

Necht A € £(V},), A diagonalizovatelny. Potom lze na V,, definovat skaldrn{ soucin h tak, ze A
je normalni operator na prostoru V,, se skalarnim sou¢inem h. Dokazte.
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7.3.65

Necht A je linedrni operédtor na prostoru H nad C se skaldrnim souc¢inem, dim H < +oo. Potom:

a) existuje prave jedna dvojice operdtoru Ay, Ay € L(H) takova, ze A; je hermitovsky, As kosy
na prostoru H a plati A = A; + As,

b) A je normélni na prostoru H, pravé kdyz operatory A;, Ay komutuji.

Dokazte.

7.3.66

Necht A je linedrni operdtor na unitdrnim prostoru H nad C, dim H < +oo. Potom:

a) existuje pravé jedna dvojice hermitovskych operatoru Ay, Ay € L(H) takova, ze A = A +
iA27

b) A je normélni na prostoru H, pravé kdyz operatory A;, Ay komutuji.

Dokazte.

7.3.67

Linearni operator A na prostoru H se skalarnim souc¢inem nad C, dim H < +oo nazveme
kladny (resp. nezaporny), pravé kdyz je hermitovsky na prostoru ‘H a (AZ|¥) > 0 pro kazdé
e H, x#0 ((AZ|Z) > 0 pro kazdé & € H). Dokazte:

a) hermitovsky operator je kladny (resp. nezaporny), pravé kdyz vsechna jeho vlastni ¢isla jsou
kladna (resp. nezapornd),

b) kladny operator je reguldrni.

7.3.68
Necht A je nezéporny operdtor na prostoru H,, se skaldarnim souc¢inem nad C, h(A) = h > 0.
Potom existuji nezdporné operatory Ay, ..., A, € L(H,) takové, ze:

a) h(A;) =1 pro kazdé j eh,

Dokazte.

7.3.69

Necht H je prostor se skaldrnim souc¢inem, A je zobrazeni prostoru H na sebe takové, ze pro
kazdé 7,y € H je (AZ|Ay) = (Z|y). Potom je A € L(H). Dokazte.

7.3.70

Necht H,, je prostor se skaldrnim souc¢inem, A je zobrazeni prostoru H,, do sebe takové, Ze pro
kazdé @,y € H, je (AZ|Ay) = (Z]y). Potom je A € L(H,). Dokazte.
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7.3.71

Necht H,, je vektorovy prostor nad R, A zobrazeni prostoru H,, do sebe takové, ze:
a) pro kazdé 7,y € H, je | AT — Ay|| = ||Z — 9|,

b) || AT = o.

Potom pro kazdé Z,y € H,, je (AT|Ay) = (Z|y). Dokazte.

7.3.72

Necht X = (<1> , (2)) je béze prostoru C? se standardnim skaldrnim soucinem, A € £(C?),
i

1 . . oy .
YA = ( ) Zjistéte, zda A je norméalni operator na prostoru C2.

\=1 2
7.3.73
1 3+1 -1
Necht A € L£(C?), C? se standardnim skaldrnim soucinem, A [ 1] = [2—i ], A| 3| =
1 1 2
3+ 3 —2 0
6+1], A 0] =1 2:]. Zjistéte, zda A je:
—4 1 )

a) hermitovsky operdtor na prostoru C?,

b) unitdrni operdtor na prostoru C?.

7.3.74

Necht A je linedrni operdtor na prostoru Py se skalarnim souc¢inem (y|z) = y(0)2(0) + y(1)z(1)
pro kazdé y,z € Py, (Az)(t) = z(t + «) pro kazdé x € Py a kazdé ¢t € C. Naleznéte vSechna
a € C takova, ze A je:

a) hermitovsky,

b) unitarni operator na prostoru Ps.

7.3.75

Necht A je linedrn{ operator na prostoru Py se skaldrnim souc¢inem (y|z) = y(0)z(0)+y(—1)z(—1)
pro kazdé y, z € Py, (Az)(t) = z(t + ) + x(t — 2a) pro kazdé x € P, a kazdé t € C. Naleznéte
vsechna a € C takova, ze A je:

a) hermitovsky,

b) unitdrni operdtor na prostoru Ps.
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7.3.76

1 0
S S 1 1
T1Yys — Xoy; pro kazdé Z,j € R? ¥ = ($1), y = <y1>7 A € L(R?), YA® = < ta )
T2 Y2 0 «
Naleznéte viechna o takova, ze A je symetricky operator na prostoru R

Necht X = ((1) ; (1)) je baze prostoru R? se skaldrnim soucinem (Z]i) = 2x1y, + 2oys —

7.3.77
2 0 0
Necht X = 01,122,110 je baze prostoru C® se standardnim skaldrnim soucinem,
0 0 1
1 0 «
AcL(C*,*A=|0 0 —2|. Naleznéte viechny hodnoty parametri «, 3 takové, ze A je:
6 a 0

a) unitarni,

b) hermitovsky operator na prostoru C*.

7.3.78

Necht A je linedrni operator na prostoru R? se skaldrnim soucinem (Z|) = z1y1 — 21y2 — Toy1 +
229y, pro kazdé 7,y € R? ¥ = (2), y = (g;), A € L(R?), YAE = (? %) Naleznéte
vsechna o takova, ze A je:

a) normélni,

b) symetricky,

c) ortogonalni operator na prostoru R2.

7.3.79

Zjistéte, zda je operator derivovani na prostoru P, se skaldrnim soucinem hermitovsky, je-li:

1
a) (zly) = / z(t)y(t)dt pro kazdé =,y € P,
0

b) (z|y) = Zx(%)y( )dt pro kazdé z,y € P,.

j=1

SRS

7.3.80

Zjistéte, zda je operator derivovani na prostoru P, se skalarnim souc¢inem unitarni, je-li:

1
a) (zly) = / x(t)y(t)dt pro kazdé x,y € Py,
0

n -

b) (z|ly) = Zx(%)y(%)dt pro kazdé z,y € P,.

Jj=1
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7.3.81

Necht n € N, n > 2. Je mozné na prostoru P,, zavést skaldrni soucin tak, aby operator derivovani
na prostoru P, s timto skalarnim soucinem byl normé&lni?

7.3.82

1
Necht A je linedrni operator na prostoru P, se skaldrnim soucinem (z|y) = / x(t)y(t)dt pro
kazdé x,y € P, (Ax)(t) = x(—t) pro kazdé = € P,, t € C. Zjistéte, zda A je:
a) hermitovsky,

b) unitéarni operdtor na prostoru P,.

7.3.83
Necht X je ortonormalni bdze vektorového prostoru H, nad C, A € L(H,):
a) A_(l 1), b) YA~ a 3
1
—— «

Naleznéte vSechny hodnoty parametru a € C takové, aby operdtor byl unitdrni na prostoru

Ho.

7.3.84

Necht C je unitdrn{ matice z prostoru C™" se skaldrnim soucinem (A|B) = Z a;;bij pro kazdé
ij=1

A,B S (Cn’n, A= (aij), B = (bZJ) Urcete ||(C||

7.3.85

Necht C,D jsou unitdrn{ matice z prostoru C™" se skaldrnim souc¢inem (A|B) = Z ozZJ ij PTO

i,j=1
kazdé A, B € C"", A = (a;j), B = (b;;), A € L(C", B € L(C™"), AX = CX, BX = XD pro
kazdé X € C™". Dokazte, ze A, B jsou unitarni operatory na prostoru C™", které komutuji.

7.3.86

Necht C,D jsou hermitovské matice z prostoru C™" se skaldrnim soucinem (A|B) = E aw ij
1,j=1

pro kazdé A,B € T™" A = (a;;), B = (b;;), A€ L(T™", B € L(T™"), AX = CX, BX = XD pro
kazdé X € T™". Dokazte, ze A, B jsou hermitovské operatory na prostoru 7"", které komutuji.
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7.3.87

Necht H je prostor se skaldrnim souc¢inem (-|-) nad télesem C, dim H < +oc. Definujme na
mnoziné H x H operace scitani a nasobeni ¢islem z télesa C obvyklym zptusobem. Potom:

a) H x H je vektorovy prostor nad télesem C,

b) zobrazeni {|-} : (H x H) x (H x H) — C, {Zi|%} : (T1|72) + (Gil), 21 = (T1,71),
Zy = (&9, 4a), je skaldrni soucin na prostoru H x H,

c) zobrazeni A: H x H — H x H, A(Z,y) = (¥, —Z), je unitarni operator na prostoru H x H.

Dokazte.

7.3.88

Necht X je ortonorméln{ béze vektorového prostoru Hs nad C, A € L(H,). Naleznéte ortonorméln{
diagondlni bazi Y = (1, §») operatoru A, je-li:

v [ 3 2+2 v, (3 2-i v, [ 1 -12
2) A—(2—2z 1 ) b) A_<2+i 7 > 2 A_(—m —6)'

7.3.89

Necht X je ortonormélni baze vektorového prostoru Hz nad C, A € £L(H3). Naleznéte ortonormélni
diagonalni bazi Y = (41, ¥, y3) operatoru A, je-li:

L (A3 4i —6 — 2i 11 2 -8
a) A= —4i 4-3i —2—67 ], c) A= 2 2 10],
6+2 —2—6i 1 -8 10 5
3 —i 0 L2 2 -l
by ¥A=14i 3 0], d) XAzg 2 —1 2
0 0 4 -1 2 2
7.3.90

Necht X je ortonormélni béze vektorového prostoru H, nad R, A € £L(H,4). Naleznéte ortonormélni
diagondlni bézi Y = (1, ¥s, 3, Ya) operatoru A, je-li:

1 1 1 1 0o 1 1 1
R I T G s | v, |1 0 -1 41
a) TA=1 1 | b)"A=11 1 ¢ 4

1 -1 -1 1 1 -1 -1 0
7.3.91

Necht X je ortonormélni baze vektorového prostoru Hy nad R, A € £L(H;). Naleznéte ortonormélni
bazi Y = (41, y2) prostoru Hs, v niz ma matice operatoru A kvazidiagonalni tvar, a urcete jej,
je-li:
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cus() w2 auelf )

7.3.92

01
10
je diagonalni.

Necht A =

>. Naleznéte viechny ortogonalni matice B € R?? takové, ze matice B~'AB

7.3.93

Necht A je symetricky operator na prostoru R? se skaldrnim soucinem (Z|i) = 221y — 21y2 —

Toy1 + Toys pro kazdé T, € R?, & = <x1>, Y= (zl) takovy, ze A <}> = (3), det A = —4.
2

T2
Naleznéte € A.

7.3.94

Necht A je symetricky operator na prostoru R? se skaldrnim soucinem (Z|¢)) = 22131 + 3wy —
2219y — 22271 pro kazdé 7,4 € R?, 7 = (:1:1>’ y = (zl> takovy, ze A <§> = (_é), det A =

T 2
9 L. 0
5 Vypoctéte A (1)

7.3.95

Necht A je symetricky operator na prostoru R? se skaldrnim soucinem (Z|¢) = z1y; — 212 —
I

Toy1 + 222y0 pro kazdé 7,7 € R?, 7 = (x
2

, Y= (Zl), ktery neni regularni a plati A <i> =
2

(_g) Naleznéte spektrum operatoru A.

7.3.96

Necht X = <(D , (_D) je baze prostoru R? se skalarnim soucinem (F|i) = 4191 +a1221y2+

a1 T2y + 4a2ys pro kazdé 7,7 € R?, 7 = (Il) Y= <y1>7 A€ L(R?), A* (_; le) Urcete

T2 Y2
a9, (g1 tak, aby operator A byl symetricky.

7.3.97

Necht A je ortogondlni operator na prostoru R? se standardnim skaldrnim souc¢inem takovy, ze
1 -1 1 1

All]l=]|-11],4 0] =|[—1],det A< 0. Naleznéte € A.
1 1 -1 0
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7.3.98
Necht A je ortogonalni operator na prostoru R? se skaldrnim soucinem (Z|i) = 221y, — 221y —
22911 + 3x2ys pro kazdé T, j € R?, ¥ = (931)7 Y= (yl) takovy, ze A ((3)) = (i), det A < 0.

X2 Y2
Naleznéte € A.

Vysledky
0 -1 V2 1 1 1
731vle. 1 0], | vV2] avl e 4 1].17.3.2a) 1. ol.l-2]1,
1 0 0 1 -1 1

1 —1 1 0 7 —1
b) 1], 01, -2 r33 vloeo 2 (1), vlbe. 1 O], vl ¢ -1: 0].|7.3.4 vl

1 3 0 1 1

0 V2 —1
¢.3: 101, 1|, vl e 0: | v2].7.3.5a) pro a ryze imaginarni, b) pro a = 0. V tomto

1 0 0

0 1+ 2 1-V2
piipadé ma vl. ¢. 0: | 1|, vl. ¢. V2 0 a vl & —V2: 0 |.[7.3.6] hermitovska
0 1 1
0 —i i . .
je jen matice B, vl. & 1: [ 1], vl e 0. [ o], vl e 2 (0] [7.38 (_2_3? 1_22.>.
5—41 4+
0 1 2

128 413 514 5 5 3 —-36 —37 —15 0 3
7.3.9 36 117 145 ).|7.3.10 | =5 —7 —2].[7.3.11]a) 30 30 H4|,b)l-1 0

—61 —197 —245 3 6 0 26 27 9 20

2 2 —4 6 _3 -1 11 -
7.3.12[ - 0 4 0].|7.3.13 (12 6)' 7.3.14 0 0 0].|7.3.21] det A" = det A.
-1 1 2 -1 -1 1

7.3.271 A € L£(C?), C? se standardnim skaldrnfm souc¢inem, A = (8 (1)> 7.3.30 n(n2—|— D

n(n—1)

7.3.31| n?. [7.3.43 5 .|7.3.44| n*. [7.3.53| na diagonale musi byt &fsla v absolutni hodnoté
rovnd 1.[7.3.63[nemust. [7.3.72ne.[7.3.73[a) ano, b) ne.[7.3.74a) o = 0, b) a = 0.[7.3.75a) a = 0,
b) neexistuje. [7.3.76 « = ——. [7.3.77/ a) neexistuje, b) o = =2 A 3 = —8.|7.3.78[a) a = 1,
b) a = 1, ¢) neexistuje. W%\ a), b) pouze pro n = 1.[7.3.80] a), b) ne. [7.3.81] ne. [7.3.82] a),

b) pouze pro n = 1.[7.3.83 a) neexistuje, b) :I:?. 7.3.84/ /. [7.3.88 a) (71)x = ? (1 T Z);

e =2 (1) v = L (L1) @ = 2 (177) 0 o = 1 (),

6
L 1/3 I B A W B S W B )
(th)x = < (7389 a) () =5 | =2i |, (2)x =5 i, =5 2], b) (H)x=
5\4 3 ) 3 . 3
7 —21 2

0 \/— —1 1 2 1

B 2 . V2 [ . 1 . 1 B
0], (f2)x = - L], (#B)x = > | ) c) (i)x = 3 2], (f)x = 3 (2 , (Y3)x =
1 0 1 2
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—2 1 1 1
1 . V2 . V3 . V6 .
| 1) @a=—1 0), )a=— (1], @)r=—|—-2] [7.390a),b) (#1)x =
3\ 2 2 \1 3\ 6\ 1
~1 1 1 1
1| 1 1 |1 1 | -1 1 [ -1
= () = — C(f)x = — )y = —— 7391 a) (F1)x =
5 1 (42) x V2 |0 (¥3)x G 9 (V) x Jiz | -1 ) (Th)x
1 0 0 3
11\ .. 1 (1 gy, (1 0 B L VB 2\ .
E (1 9 (92)2( — _2 (_1 y A - (0 _1)a b) y - X’ C) (yl)X — ? (1>7 (yQ)X
1 1 — 1 /- 1 /-1 —
Vb1 . L0\ Loy L (1 1 1 1 —1 1 1 1 1 1 -1
5 \—2 0 —1 L\ 1) plt 1) a1 1) a1
5
1 11\ 1 /=1 1\ 1 1 -1\ 1 /=1 —1 4 -1 2
1 —2 —2 10 1
7.3.95{0, —2}.[7.3.96|neexistuji.[7.3.97 = | =2 —2 1 |.[7.3.98a) (4 1>,b) ;i =V6 | 1
2 -1 2 3 -
3
0 10
7 =6 E ,yA:(O _1).
3

7.4 Metricka geometrie

7.4.1
Urcete vzdalenost bodu @ od P v prostoru R* se standardnim skaldrnim soucinem, je-li:
—2 1 3
S 2 B 1 1
a) a = 2 7P_ -1 ’ 0 )
5 2 AN
6
b)c_i*5 P= 5z -z — 2u =0
4 Tx — 3y + 3z — 3u = 0°
13
7.4.2
Urcete vzdalenost bodu @ od P v prostoru R* se skaldrnim soucinem (v]w) = vyw; + 2vpwy +
U1 w1
T 4 — V2 — W2 . .
V3W3 — V3w — vaws + Jvgwy pro kazdé v, w € RY, U = I ERC A A je-li:
3 3
V4 Wy
-1
a)a_2P5x+y+z—u:O
N 3|’ y — 2u = 0’
2
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4 1
S 3 B 2
b) d= A , P = >
—4 0/ 1,
7.4.3
Uréete vzdalenost variet Wy, Wy v prostoru R? se standardnim skaldarnim soucinem, je-li:
2 W=y S D G
2x + 2z = 32 S o— 1 4 3t
[ /-1 1
b) W= o + by + 2z = 3, W= 11,10 :
L 2 5 [}
—1 1 3 6\ |
c) Wi = 11,10 , Wy = 11,1 -1 ,
3 4/ 1., 2 4/ 1,
1 2 -1
d) W= 2 — 2y — 2z = 3, Wy= 11,11, O
0 1 3/ 1.,
7.4.4
Uréete vzdalenost bodu @ od variety W v prostoru R* se standardnim skaldrnim soucinem, je-li:
4
a) = 2 W= 2r — 2y + 2z + 2u = 9
e 20 — 4y + 2z + 3u = 127
1
4 T
S —1
b) d= 3 W = Z eRY3y+2y+2u=-3AN3x+4dy+32+u=3 Az —2+u=—3
7 U
—2
W= 22 — y + + u =1
S 4
c) d= g | xr — Yy — + 2u = 0,
16 3x + + u = 2
1 [/ 0 0 4
S 2 - -1 —4 -2
da=|_; | W= 1l of | =2]|"
1 |\ 1 6 4/ 1.,
5 [ /3 7 3 3
S 1 B 2 5 2 2
a=| 7 "=1lo| =8| 1] |o
6 | \0 4 0 1)1,
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7.4.5

Urcete vzdalenost bodu @ od variety W v prostoru R? se skaldrnim soucinem (|v) = 2uyv; —

Ul U1
UVs — UV + UsVy + ugvg pro kazdé @, T € R, @ = |us |, U= | v |, je-li:
us U3
1 0 2 0
aya= 2|, w=1|[1].[1].| 1]].
1 1 0 —1 N
2 1
ba=|-1|,w=][2]],
3 2/ 1.
6 _
9 ’ v — 2y + z = =2
7.4.6
Urcete vzdalenost variet Wy, Wy v prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem, je-li:
4 5 6 1 3 2
) 7 3 —2 —2 —4
DW=t s af] T vl 3| 1]
2 4 4 N -3 -2 —4 N
Wy= o = t
b) Wi= 2 — 2 + 3z —u = 31 vy = 2t
’ z =1 4+ t
u = 2
7.4.7
V prostoru R? se skalarnim soucinem (Z|if) = 211 + 5aays + 203ys — 212 — Toyy pro kazdé
1 Y1 0 1 1 0
Z7eER, Z= x|, 7= [1y2] jsou dany W, = 11,11 , Wy = 0],10
T3 Y3 0 0 N 0 1 \

Urcete jejich vzdélenost.

7.4.8

V prostoru R? se skaldrnim soucinem (u|v) = uiv; + ugvy — 2usvy — 2ugvs + Susvy pro kazdé
U1 U1 1 0

0,7 € R @ = |u|, ¥ = |va]| jsou dény Wy = 11,10 W = —y = 2,
] U3 1 1

«

W3 = z = 1. Urcete vzdalenost Wy od Wy N Ws.

7.4.9

Necht Wy, W, jsou mimobézné pifmky v eukleidovském prostoru R®, W jejich piicka, kterd

s obéma svird thel g, W N Wy = {a}, W N W, = {b}. Potom p(Wy, Ws) = p(@,b). Dokazte.
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7.4.10

Necht 7,1 jsou nenulové vektory z vektorového prostoru H nad R. Potom:

a) uhel vektoru &, 7 je roven nule, pravé kdyz existuje a > 0 takové, ze ¥ = ayj,
b) thel vektoru Z, ¢ je roven m, pravé kdyz existuje o < 0 takové, ze ¥ = ay.

Dokazte.

7.4.11

Necht 7,7 jsou nenulové vektory z vektorového prostoru H nad R, které sviraji tihel ¢, o € R,
a # 0. Urcete dhel vektoru: a) &, dy, b) af, ay.

7.4.12

) = = . 7’ ’ ’ 7’ s/ 7 7T —
Necht , ¥ jsou nenulové vektory z vektorového prostoru H nad R, které sviraji ihel 3 l|ld]| = 2,
|7]| = 3. Necht & = 3ud — 20, § = @ + 20. Vypoctéte (Z]7).

7.4.13

—

SR . . P
Necht Z,% jsou nenulové vektory z vektorového prostoru H nad R, které sviraji thel 5

|Z]| = 4, ||§]| = 2. Urcete cislo a tak, aby soubor (27 — o/, ¥ + 2¢) byl ortogonalni.

7.4.14

Necht (Z,%) je ortogondlni soubor vektoru z vektorového prostoru H nad R, ||Z]| = ||7]| # 0.
, S = oo S ’ ™
Urcete ¢islo « tak, aby vektory aZ + ¥, ¥ + oy sviraly thel: a) 0, b) 7, ¢) rE

7.4.15

Necht (71, %2, 73) je soubor vektoru z vektorového prostoru Hz nad R takovy, ze kazdé dva
T ~

vektory souboru sviraji thel —, ||Z;]] = 1 pro kazdé i € 3. Dokazte, ze (¥, ¥9,73) je baze

prostoru Hs a naleznéte ortonormalni bazi Hs.

7.4.16
Urcete tihel variet Wy, Wy C R? se standardnim skaldrnim soucinem, je-li:
— 0 0 1
o MEC eI = | o) ()| ]
oY : ~1 o) \-4/],
b) W=y 2 W=z — y 4+ 2z = =2
z = 17 2 — 2y + z = 17
3 2 1 2 0 3
C) W1 = —1 s —1 s 1 s W2 = 1 s —2 s 0
3 1 2/ 1, -2 2 1],
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7.4.17

Uréete tihel variet Wi, W, z predchézejiciho pifkladu, je-1i skaldrni souéin v prostoru R? definovan

Uy
piedpisem (@|7) = u1v; —u1vs — UV +2UgVy — U1 V3 —Usv1 +3usgvs pro kazdé @, v € R®, i = [ uy |,
Uusg
0
U= (%)
U3
7.4.18

S a dopadda pod tihlem g na pirimku
W = x = 0. Urcete neparametrickou rovnici odrazeného paprsku.

Svételny paprsek v eukleidovském R? prochazi bodem

7.4.19

Svételny paprsek v eukleidovském R? se pohybuje po pifmce Wy = 2z — 3y = 12 a odrazi se
od ptimky Wy = y = 0. Urcete:

a) bod odrazu,

b) naparametrickou rovnici piimky, po niz se pohybuje odrazeny paprsek.

7.4.20

Necht Wy = 2 +2y =1 a W, = 2+ 2y = 3 jsou variety v eukleidovském prostoru R?. Naleznéte
neparametrické rovnice viech pifmek v R?, které jsou rovnobézné s Wy i Ws a déli vzdélenost
mezi nimi v pomeéru 1 : 3.

7.4.21
Necht W), =2 = 0 a W, = 32 — 4y = —12 jsou variety v prostoru v eukleidovském prostoru

0) jako od Wjs.

R2. Ve W; naleznéte vsechny body, které majf stejnou vzdélenost od bodu (0

7.4.22
V eukleidovském prostoru R? naleznéte neparametrické rovnice viech pifmek, které prochazejf

bodem (;) a maji stejnou vzdalenost od bodu (g) a (g)

7.4.23

Necht W) = o — 2y = —3 a Wy = 2 = 0 jsou variety v eukleidovském prostoru R?. Naleznéte

T
neparametrické rovnice viech pifmek v prostoru R?, které s W; sviraji thel s a prochézeji
Wi 0 Ws.
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7.4.24
Necht @, be R?, R? eukleidovsky. Naleznéte neparametrické rovnice pifmek, které sviraji tihel

g, prochazeji bodem d a maji stejnou vzdélenost od bodu l;, je-li: a) @ = (I), b = (8)

e ()

7.4.25
Necht W = 2 4y = —1 je varieta v prostoru R? se skaldrnim souc¢inem (i|v) = 2uyv; — uivs —

C 1 oo o - Uy - U1 . C 1 .
U1 4 Susvy pro kazdé @, 7 € R?, @ = ( ), U= ( ) Naleznéte neparametrické rovnice

U2 Vo
véech pifmek v prostoru R?, které prochézeji bodem 1 a sviraji s W thel %
7.4.26
12 8
Necht W, = 91,16 S Wo=3r+by—z2=2aW;=x—y+ 62 = —4 jsou variety
1 0

v eukleidovském prostoru R®. Naleznéte neparametrické rovnice pifmky v prostoru R3, kterd
. . ;s ™
prochazi Wi N Wy a s W3 svird thel 5

7.4.27

Necht Wi=ao+y+z=2,Wo=a+2y—z2=1,Ws=a+2y+z2=—-1, Wy=ao+2y+2=3
jsou variety v prostoru R? se standardnim skaldrnim sou¢inem. Ve W, N W, naleznéte viechny
body, které maji stejnou vzdalenost od W3 jako od Wj.

7.4.28
2 2 Wo=ax = T
Necht Wi, W, C R?, R? eukleidovsky, iy, = | —1 ], 1] eWy, y = =7 — d4s
-2 —1 z = 1 + s
2 2
a=\|-1], b= 1]. Ve W7 N W5 naleznéte vSechny body, jejichz pomér vzdalenosti od
-2 -1
bodu c_i,l;je 2:3.
7.4.29
Wo=ax = 2 — 2t
Necht Wi=2 — vy — 2 = 0, y = S jsou variety v prostoru R® se
z = t
Uy
skaldrnim soucinem (#|0) = v +2ugvs +3usvs — 2usv3 — 2usvy pro kazdé i, v € R* @ = | uy |,
us
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(%1 1 1
v=\|wvl|,a=[0],b=|1]|. Ve W;NWs, naleznéte vsechny body, které maji stejnou
Vs 0 2

vzdalenost od bodu @ jako od bodu b.

7.4.30
1 1
Necht W = 1],(1 je varieta v prostoru R? se skalarnfm souc¢inem (u|7) = ujv; —
1 0/ 1,
Uy U1 1 —1
Uq Vs — UgV1 4 2UuUs 4 2ugus pro kazdé 4,7 € R3, = [us |, 0= v |, da= 2], 0= 0
us U3 3 1
Naleznéte ve W vsechny body, jejichz pomér vzdalenosti od bodu @, gje 1:2.
7.4.31
Necht W = 2z +y—4z = —5 je varieta v eukleidovském prostoru R*. Naleznéte neparametrické

1
rovnice véech rovin v prostoru R?, které jsou rovnobézné s W a maji od bodu | 2 | vzdélenost

0
V2L

7.4.32

Wo=ax = 6 + r
Necht Wi =2 — 4y = -7, y = 2 — r jsouvariety v eukleidovském prostoru
z = D
R3. Naleznéte parametrické rovnice viech pifmek v prostoru R?, které lezi ve W, protinaji W

;e , ™
a sviraji s Wy thel 3

7.4.33
1 0 1

Necht W), =22 +3y — 2 =0, Wy = 11,11}, -5 jsou variety v eukleidovském
4 2 0

(e
prostoru R?. Naleznéte neparametrické rovnice viech pifmek v prostoru R?, které jsou rovnobézné

b
s W1, s Wy sviraji ihel 1 a jsou podprostory prostoru R?.

7.4.34
) = - = —1 . . . /

Necht Wi = = + y + 2z = -1, e : + 23; : _q Jsou variety v eukleidovském
prostoru R3. Naleznéte neparametrické rovnice viech pifmek v prostoru R?, které prochazeji

-1

T

bodem 1], jsou rovnobézné s Wi a s Ws sviraji uhel 3

-1
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1 2
Necht W = 11,10 je varieta v prostoru R? se skaldrnim soucinem (i|7) = 3ujv; +
0 0
o
Uy U1
2UgVy + UzU3 + UV + UV + U3 + UsVo pro kazdé u, v € R3 &= |u |, 0= | vy |. Naleznéte
Uus U3

C 1 . . . p b, ™ .,
neparametrické rovnice véech rovin v prostoru R®, které s W sviraji thel 5 & majf od bodu

1
2 | vzdalenost v/3.

3
7.4.36
, W= 22 + y — 2z = =3 _ _ . . 3
Necht A We= = y = 0 jsou variety v prostoru R
se standardnim skalarnim sou¢inem. Naleznéte parametrické rovnice vSech piimek v prostoru
1
s s
R3, které prochéazeji bodem | 7 |, svirajf dhel 5 s W1 a thel 3 s Wa.
9
7.4.37
. = = 1. . . , . C
Necht W T Z o 1¢ varieta v eukleidovském prostoru R3. Naleznéte neparametrické

T
rovnice viech rovin Wi, W v prostoru R?, takovych, ze Wy NWy = W, W, a Wy sviraji thel 5

a maji stejnou vzdalenost od pocatku.

7.4.38

W =z —y = 0 je varieta v prostoru R? se skaldrnim soucinem (i|7) = uyv; + 2uavy — U1V —
Uy U1

U1 4 ugvs pro kazdé 4,7 € R® @ = |us |, ¥ = | vy |. Naleznéte neparametrické rovnice
us3 U3

véech rovin v prostoru R?, které s W svirajf tihel 5 jsou podprostory R?® a jejichz vzdélenost

1 0
od bodu | 1] je stejna jako od bodu | —1
1 2
7.4.39
1 -1 . -
Necht W, = 21, 4 , W=z + z B 1 jsou variety v eukleidovském prostoru
3 1)1, N
R3. Naleznéte parametrické rovnice véech rovin v prostoru R?, které s W, sviraji thel %’ jsou
-1
rovnbézné s Wy a maji od bodu 0 | vzdalenost 2.
2
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7.4.40

B - 0\ /-1
Necht Wi = 2 = 1, W=z + z -7 B i Ws= (0], 1 jsou variety
- 1 2

«
v eukleidovském prostoru R3. Naleznéte parametrické rovnice viech pifmek v prostoru R, které

prochazeji bodem Wy N W3, s Wy sviraji ihel % a s Wy thel Z

7.4.41
) Wl = Yy = 0 3 2 -1 . . . ,
Necht N Wy = 11,101, 0 jsou variety v eukleidovském prostoru
- 1 0 3

R3. Naleznéte neparametrické rovnice viech rovin v prostoru R?, které jsou rovnobézné s Wi,

T
s Wy sviraji thel 5 a prochazeji W N Ws.

7.4.42

Necht W = & — 2y + 2z = 3 je soubor vektorii z eukleidovském prostoruu R®. Naleznéte ve W
1 —1 0

vSechny body, které maji od bodu | 1], 11, [ 0] stejnou vzdalenost a urcete ji.
1 2 0

7.4.43

Necht (21,9, 3, 24) je soubor vektorii z prostoru Ps se skalarnim soucinem (z|y) = apfy +
1B + B pro kazdé z,y € Ps, x(t) = ag + art + agt?, y(t) = By + Bit + Baot® pro kazdé t € C,
r1(t) =32 + 2t + 1, 2o(t) = —t* + 2t + 1, 23(t) = 3t> + 2t + 5, 24(t) = 3t* + 5t + 2 pro kazdé
t € C. Naleznéte v Ps vSechny polynomy s redlnymi koeficienty, které maji od vsech z;, j € Z,
stejnou vzdélenost a urcete ji.

7.4.44
Wi= oz = t _
Necht y = 0, Wo=z + ; B 5 jsou variety v eukleidovském prostoru R?.
z =0 -

. C 1 . . s . , ;s 7T
Naleznéte parametrické rovnice vsech pricek variet Wy, Wa, které s W sviraji tihel 3 as Wy

7r
ihel —.
u62

7.4.45

Nechﬁ le$+y:0 WQEZ:

-z = 17

. C 1 . . “re . , ;s m
Naleznéte parametrické rovnice vsech pricek variet Wy, W, které s W sviraji tihel 5 as Wy

0 . . . ,
| Isou variety v eukleidovském prostoru R3.

s
ihel —.
uhel -
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7.4.46

Wi= o = 4t
Necht y = 4 4+ 3, Wo= o — y + 3z = —2 jsouvariety v eukleidovském
z = —1 — 2t

prostoru R?. Naleznéte parametrické rovnice pravoihlého primétu Wy do Ws.

7.4.47

Necht W C R? se standardnim skaldrnim sou¢inem, @ € R®. Naleznéte pravothly primét bodu

a do W, je-li:

8 10 22
a) o). 5|l . a=| 3],
-3 -7 N —4
W= 2¢ — by — =z = 21 8
b) - B ,d= | -3
dr 4+ 3y — 6z = =37 10
7.4.48
Necht (7,7, Z) je soubor vektorii z prostoru R? se skaldrnim soucinem takovy, ze & X §f = Z X @
a ¥ X Z =y x 4. Potom je soubor (¥ — 1,y — 2) linedrné zavisly. Dokazte.
7.4.49

Necht (Z,7, Z) je soubor vektorii z prostoru R? se skaldrnfm soucinem. Potom:
a) (XN XZ+TXxHXxT+(ZxT)x§=0,
b) (Z,7, Z) je linedrné nezdvisly, pravé kdyz (& x ¢]Z) # 0.

Dokazte.

7.4.50
Necht @ € R? se skaldrnim sou¢inem, A : R® — R3, AZ = ¥ x .
a) Dokazte, ze A € L(R?).

b) Zjistéte, zda je A diagonalizovatelny operator na prostoru R?, v kladném pifpadé naleznéte
diagondlni bazi operatoru A.

c) Zjistéte, zda A je norméalni opertor na prostoru R?.

d) Zjistéte, zda A je reguldrni operdtor na prostoru R?.
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Vysledky

3 2
74.10a) V22, b) 0. [7.4.2 a) 2, b) V130. [7.4.3a) 2v/21, b) g ¢) g d) 0.[7.4.4a) 5, b) 7,
2
¢) V51, d) V7, e) 2. [7.4.5 a) g b) 3v2, ¢) V9. [T.4.6/a) 3, b) 2v15. [7.4.7 2. [1.4.8 V2.
7.4.11)a) ¢ pro @ > 0, T — ¢ pro o < 0, b) . [7.4.12] —12. [7.4.13] 4. [7.4.14/ a) 1, b) —1,
3 3 6
¢) v/3 nebo V3 s Z1, £(—fl + 21), i(—fl — T +38) | [r416a) T, ) 2, o) 2,
3 3 6 6 4 2
10 12
7.4.17a) 5 —arccos \{_—O, b) g, C) arccos iR 7.4.18{z+y = 3nebo x—y = —15.[7.4.19)a) (g),
0
b) 2x+43y = 12.|7.4.20[2x+4y = 3 nebo 2z+4y = 5.[7.4.21 (—18) nebo (4) (7.4.22|x 42y =5
3

nebo z — 6y = —11. [7.4.23 2(—8 4 5V3)x + 22y = 33 nebo 2(—8 — 5v/3)x + 22y = 33.

7.4.24

7.4.26

7.4.30

1

1
1+v7 ] | 11-

r+y=0,06y+z= -2

1
1

V7
3

a) 3w +4y =25, 4r -3y =25,b) v —3y = -2, 3x+y = 4.[7.4.25|y = 1 nebo 2z —y = 1.

3 -1 1 7 1 6
7.4.27 [ —-1).(7.4.28 | —11 |, = —71.(7.4.29 0 -1

0 2 -2 7
N7.4.312x +y —4z = —17nebo 20 +y — 42 = 25.|71.4.32|x =

3
5+4t,y =3+t, z=>5+tnebox =5+4t, y = 3+1, z = 5—¢.[.4.33| neexistuje. [(.4.34x = —1,

y+2=0.[74352x —y—2=0nebo2xr —y—2z=—6.14.30lx =1+t,y=7,2=9+t
nebox:1+4t,y:7+t,z:9+t.|7.4.37|W1£x+y+
7.4.38| y + 22 = 0 nebo y = 0. [7.4.39 neexistuje. [7.4.40l 2 = 1 + ¢, y = —1 + V/2t, z = t nebo

r=1+t,y = —1—\/525, z=1t.

7.4.41

y+2z = 2.07.

1

6

4.42

1
-3
11

2 =1, Wo=a+y—

Y

V131

6

7.4.43

ﬂzzl.

z(t) = 3+3t+17,

3.17.4.44 x = 5V/2 + ¢, Yy = V2t, z =t nebo x = —5vV2+ ¢, Yy = —V2t, = :t.|7.4.45|x: —4 41,

=1

1

7.4.47a) —
45

a)

454 8
235 |, b) [ -3
—323 10

. |7.4.50
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b) pouze pro @ = 0, napi. &, ¢) ano, d) ne.

z=1nebox =2+t,y=0,2z=1+t.[(4400x = -4+ Tt,y=1+4t, z=1—1.
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	Lineární funkcionály na prostorech se skalárním soucinem
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Lineární operátory a matice na prostorech se skalárním soucinem
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Metrická geometrie
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



