
Cvičeńı LAA4

Determinant

1. Nechť A =

1 2 3
2 3 1
3 2 1

.

(a) Najděte [A−1]13 a [A−1]31 pomoćı matice adjungované.

(b) Vyřešte soustavu A~x = ~b pomoćı Cramerova pravidla, je-li ~b =

6
6
6

.

2. Určete hodnost matice pomoćı subdeterminant̊u.

A =

 1 2 1 0
2 −1 1 1
2 −1 0 1

 .

3. Vı́te-li, že 23 děĺı beze zbytku č́ısla 253, 529, 391, dokažte bez výpočtu determinantu, že je
také dělitelný beze zbytku č́ıslem 23. ∣∣∣∣∣∣

2 5 3
5 2 9
3 9 1

∣∣∣∣∣∣ .

4. Vı́te-li, že a, b, c jsou kořeny polynomu x3 + px+ q, dokažte, že

∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣ = 0.

5. Spočtěte detD, kde D ∈ L(Pn) je operátor derivováńı.

6. Jak se změńı determinant matice n-tého řádu s komplexńımi prvky, pokud

(a) naṕı̌seme řádky v opačném pořad́ı,

(b) naṕı̌seme sloupce v opačném pořad́ı,

(c) překloṕıme matici podle hlavńı diagonály,

(d) překloṕıme matici podle vedleǰśı diagonály,

(e) zrcadĺıme prvky matice podle středu,

(f) každý prvek vynásob́ıme č́ıslem α 6= 0,

(g) každý prvek Aij vynásob́ıme αi−j , α 6= 0,

(h) od každého řádku kromě posledńıho odečteme následuj́ıćı řádek a od posledńıho odečteme
p̊uvodńı prvńı řádek,

(i) ke každému sloupci (poč́ınaje posledńım a konče druhým) přičteme předcházej́ıćı a k prvńımu
sloupci přičteme p̊uvodńı posledńı sloupec,

(j) každý prvek matice nahrad́ıme č́ıslem komplexně sdruženým.

7. Spočtěte determinant ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a a . . . a
b 0 a . . . a
b b 0 . . . a
...

...
...

. . .
...

b b b . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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8. Nechť (Dn)+∞n=1 je komplexńı posloupnost vyhovuj́ıćı rekurentńımu vztahu Dn = pDn−1 +
qDn−2 pro každé n ≥ 3, kde p, q ∈ C a p 6= 0 ∨ q 6= 0. Potom plat́ı:

(a) Pro q = 0 je Dn = pn−2D2 pro n ≥ 3.

(b) Pro q 6= 0 označme λ1, λ2 kořeny rovnice x2 = px+ q.

i. Pro λ1 6= λ2 je Dn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 pro n ≥ 1, kde c1, c2 jsou konstanty jednoznačně

určené členy D1 a D2.

ii. Pro λ1 = λ2 je Dn = (c1 +nc2)λn1 pro n ≥ 1, kde c1, c2 jsou konstanty jednoznačně
určené členy D1 a D2.

Dokažte.

9. Pomoćı předchoźıho př́ıkladu spočtěte

(a) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(b) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α+ β α · β 0 . . . 0 0
2 α+ β α · β . . . 0 0
0 1 α+ β . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . α+ β α · β
0 0 0 . . . 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

kde α 6= 0 ∨ β 6= 0.

Domáćı úlohy

1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n
2 3 4 · · · n 1
3 4 5 · · · 1 2
...

...
...

. . .
...

...
n 1 2 · · · n− 2 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos (α1 − β1) cos (α1 − β2) · · · cos (α1 − βn)
cos (α2 − β1) cos (α2 − β2) · · · cos (α2 − βn)

...
...

. . .
...

cos (αn − β1) cos (αn − β2) · · · cos (αn − βn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣, kde αi, βi ∈ R pro každé i ∈ n̂.

3.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2
x

1
x2 0 0 · · · 0 0

1 2
x

1
x2 0 · · · 0 0

0 1 2
x

1
x2 · · · 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 · · · 2

x
1
x2

0 0 0 0 · · · 1 2
x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, kde x 6= 0.
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4.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2n− 1)n (2n− 2)n · · · nn (2n)n

(2n− 1)n−1 (2n− 2)n−1 · · · nn−1 (2n)n−1

...
...

. . .
...

...
2n− 1 2n− 2 · · · n 2n
1 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

1
(
2
1

) (
3
1

)
· · ·

(
n
1

)
1

(
3
2

) (
4
2

)
· · ·

(
n+1
2

)
...

...
...

. . .
...

1
(

n
n−1
) (

n+1
n−1
)
· · ·

(
2n−2
n−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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