
3. cvičeńı - Permutace a determinanty

Z teorie je třeba znát pojmy permutace, transpozice, inverze v permutaci, znaménko permu-
tace, determinant matice. Dále je potřeba znát Sarrusovo pravidlo, determinant dolńı a horńı
trojúhelńıkové matice (a vědět, jak sloupcové, respektive řádkové úpravy, kterými matici převád́ıme
na trojúhelńıkovou, měńı determinant), determinant součinu matic, determinant inverzńı matice,
rozvoj determinantu podle sloupce či řádku, výpočet inverzńı matice pomoćı matice adjungované,
Cramerovo pravidlo.

1. Určete znaménko následuj́ıćıch permutaćı.

(a)

(
1 2 3 4 5 6
6 3 1 2 5 4

)
(b)

(
1 2 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n
1 3 . . . 2n− 1 2 4 . . . 2n

)
2. Dokažte přes počet inverźı, že transpozice je lichá permutace.

3. Určete složenou permutaci π1 ◦ π2 a π2 ◦ π1, je-li: π1 = (5 3 2 4 1) a π2 = (2 4 5 1 3).

4. Určete inverzńı permutaci k (4 1 5 2 3).

5. Zjistěte, které z následuj́ıćıch součin̊u (př́ıpadně opatřené znaménkem mı́nus) jsou členy de-
terminantu A = (aij) př́ıslušného řádu.

(a) a42a64a11a53a26a35

(b) a72a31a25a43a52a16a64

(c) a23a34a17a65a72a41

(d) a11a2na3(n−1) . . . an2

6. Určete č́ısla i a k tak, aby součin a53a61a16ai2a45ak4 byl členem determinantu 6. řádu.

7. Spočtěte

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
3 −2 2
4 2 −1

∣∣∣∣∣∣
(a) Sarrusovým pravidlem,

(b) převedeńım na horńı trojúhelńıkový tvar řádkovými (sloupcovými) úpravami,

(c) rozvojem podle zvoleného řádku (sloupce).

8. Dvěma zp̊usoby spočtěte

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 1
2 −1 2 3
4 3 −1 2
0 2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Přesvědčte se, že Sarrusovo pravidlo v tomto př́ıpadě použ́ıt nelze.

9. Spočtěte

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b 0 c
0 y 0 0 d
0 e z 0 f
g h k u l
0 0 0 0 v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

10. Spočtěte

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 1
x 1 1 . . . 1 1
1 x 1 . . . 1 1

. . .

. . .
1 1 1 . . . x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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11. Nechť n ∈ N. Spočtěte z definice i přerovnáńım řádk̊u determinant matice

A =


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 2 0

. . .
0 n− 1 . . . 0 0
n 0 . . . 0 0

 .

12. Spočtěte

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n
2 3 4 . . . n 1

. . .

. . .
n− 1 n 1 . . . n− 3 n− 2
n 1 2 . . . n− 2 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

13. Sloupcovými úpravami, respektive pomoćı det(A · B) = detA · detB, spočtěte∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a1 + b2 . . . a1 + bn
a2 + b1 a2 + b2 . . . a2 + bn

. . .
an + b1 an + b2 . . . an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

14. Dokažte, že

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 . . . 0 0 0
−1 2 −1 . . . 0 0 0

. . .

. . .
0 0 0 . . . −1 2 −1
0 0 0 . . . 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n+ 1, kde n je řád matice.

15. • Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavu

3x − y + z = 3
−x + 2y − 2z = −1
2x + 3y − z = 6

• Spočtěte pomoćı vzorce A−1 = 1
detAA

adj

 3 −1 1
−1 2 −2
2 3 −1

−1

.

• Zkontrolujte, zda jste řešili soustavu správně, tj. zda pro nalezené řešeńı x⃗ plat́ı

x⃗ = A−1

 3
−1
6

.

16. Spočtěte determinant ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 . . . n− 1 n n
3 4 . . . n n n
...

... . .
. ...

...
...

n− 1 n . . . n n n
n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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17. Pro n ≥ 2 spočtěte determinant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 . . . 2 2 1
2 2 . . . 2 2 2
2 2 . . . 3 2 2
...

... . .
. ...

...
...

2 n− 1 . . . 2 2 2
n 2 . . . 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

18. Spočtěte determinant pomoćı vztahu det(A · B) = detA · detB nebo pomoćı sloupcových
úprav ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 . . . 1 + x2yn

...
... . . .

...
1 + xny1 1 + xny2 . . . 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
19. Dokažte, že∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α+ β αβ 0 0 . . . 0 0 0
1 α+ β αβ 0 . . . 0 0 0
0 1 α+ β αβ . . . 0 0 0
...

...
...

... . . .
...

...
...

0 0 0 . . . 1 α+ β αβ 0
0 0 0 . . . 0 1 α+ β αβ
0 0 0 . . . 0 0 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=


(n+ 1)αn pro α = β,

αn+1 − βn+1

α− β
pro α ̸= β.

20. Nechť je dána matice A =


1 −1 1 1
1 −1 0 −1
1 0 1 0
1 0 1 1

 .

• Najděte A−1 pomoćı Gaussovy eliminace.

• Najděte [A−1]31 pomoćı adjungované matice.

21. Spočtěte det(Aadj).

22. Nechť jsou dány A =


1 0 0 1

−1 0 0 1
0 0 1 1
0 1 1 1

 , B =


α 0 0 α

−α 0 0 α
0 0 α α
0 α α α

 .

(a) Najděte (AB)−1 pro ta z α ∈ R, pro která existuje.

(b) Pro α = 1/4 najděte 3. složku řešeńı (tj. x3) (B−1A−1)x⃗ =

(
1
1
1
1

)
pomoćı Cramerova

pravidla.

23. Nechť je dána matice A · B =


1 −1 0 0
2 0 1 0
1 1 1 1
0 0 1 1

 . (Matice A a B neznáme.)

(a) Z následuj́ıćıch matic vypočtěte všechny ty, které lze na základě zadaných údaj̊u źıskat:
A−1 · B−1, B · A, A−1 · B, B−1 · A−1, BT · A, BT · AT .
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(b) Dále spočtěte determinant A · B a determinanty všech Vámi spočtených matic.

24. Nechť n je sudé č́ıslo, m je liché č́ıslo, n,m ∈ N. Spočtěte determinant matice A typu
(n+m)× (n+m) a najděte A−1, kde

A =



0 0 0 . . . . . . 0 n 0 . . . . . . . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 n− 1 0 . . . . . . . . . . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 2 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0
1 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0
0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 m
0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 m− 1 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . . . . . . . . . . 0 2 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . . . . . . . 0 1 0 . . . . . . 0 0 0



.

25. Nechť je dána matice A =


1 0 2 0
0 1 0 2
1 0 0 2
0 0 1 −2

 .

• Najděte A−1 pomoćı Gaussovy eliminace.

• Najděte [A−1]31 pomoćı adjungované matice (uveďte obecně vzorce, které použ́ıváte).

26. Pomoćı Cramerova pravidla vyřešte soustavu LAR

x + y + z = 1
x + 2y + 4z = 8
x − y + z = −1

Výsledky: Permutace a determinanty

1. (a) počet inverźı 8 =⇒ sudá permutace

(b) počet inverźı n(n+1)
2 =⇒ permutace sudá pro přirozená n tvaru n = 4k a n = 4k + 1 a

lichá pro přirozená n tvaru n = 4k + 2 a n = 4k + 3, kde n ∈ N0

2. počet inverźı je 2(j − i− 1) + 1

3. π1 ◦ π2 =(3 4 1 5 2), π2 ◦ π1 =(3 5 4 1 2)

4. π−1 =(2 4 5 1 3)

5. (a) počet inverźı 7 =⇒ přidat znaménko -

(b) neńı člen determinantu (vystupuj́ı dva prvky matice ze stejného sloupce a72 a a52)

(c) neńı člen (je zde jen 6 prvk̊u matice 7. řádu)

(d) může být členem, ale v př́ıpadě, že n je přirozené č́ıslo tvaru n = 4k a n = 4k + 3 , kde
n ∈ N0 , je třeba přidat znaménko -

6. v úvahu připadá jen volba i = 2∧k = 3 nebo i = 3∧k = 2. Pro i = 2∧k = 3 je počet inverźı
11 a tedy člen to neńı =⇒ v druhém př́ıpadě to člen je, neboť zde je jen jedna transpozice
nav́ıc
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7. hodnota determinantu je 49

8. hodnota determinantu je 24

9. vuyxz

10. (1− x)n−1

11. (−1)
n(n−1)

2 n!

12. (−1)
n(n−1)

2
nn−1(n+1)

2

13. hodnota determinantu je a1 + b1 pro n = 1, (a1 − a2)(b2 − b1) pro n = 2 a 0 pro n > 2

14.

15. řešeńı soustavy je

 1
2
2


16. (−1)

n(n−1)
2 n

17. (−1)
n2−n+2

2 2(n− 2)!

18.

 0 pro n > 2
1 + x1y1 pro n = 1

(x2 − x1)(y2 − y1) pro n = 2
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