
2. cvičeńı - Inverzńı matice

1. Dokažte, že následuj́ıćı matice je regulárńı, a nalezněte k ńı inverzńı. 2 2 3
1 −1 0

−1 2 1


2. Najděte A−1B, CA−1 a řešte soustavu Ax⃗ = b⃗, aniž byste poč́ıtali A−1, poté najděte A−1

a své výsledky zkontrolujte. Matice jsou definovány následovně:

A =


1 0 −1 0
0 1 0 1
1 1 1 1
0 0 0 1

 , B =


2 0 1
0 1 0

−1 1 −1
2 1 0

 , C =

(
2 0 −1 0
0 1 1 1

)
, b⃗ =


2
1

−1
0

 .

3. Zjistěte, pro které hodnoty parametru α ∈ C jsou následuj́ıćı matice regulárńı. Pro takové
matice pak najděte matice k nim inverzńı.

(a)

(
α 1
1 0

)
(b)

(
1 1
α α

)
(c)

(
1 0
1 α

)
(d)

(
α 1
1 α

)

(e)

 0 α 1
α 1 α
1 α 0

 (f)

 0 1 α
1 α 1
α 1 0

 (g)

 α 1 0
0 α 1
1 0 α

 (h)

 1 1 1
1 1 α
1 α 1


4. Z přednášky v́ıte, že lze-li čtvercovou matici A ekvivalentńımi řádkovými úpravami E1, E2, . . . , Ek

převést na I, pak I = Rk ·· · ··R2 ·R1 ·A, kde Ri vznikla z I ekvivalentńı úpravou Ei. V př́ıkladu
č́ıslo 1 zkonstruujte matici A−1 pomoćı takového postupu, tj. A−1 = Rk · · · · · R2 · R1.

5. Spočtěte vše, co lze spoč́ıst bez výpočtu A−1:

(a) B−1A,
(b) A−1B,
(c) CA−1,

(d) A−1C,
(e) ATA−1,

kde A =


1 1 0 0
1 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1

 , B =


2 1
2 1
0 2
0 0

 , C =

(
1 2 0 0
2 1 2 0

)
.

6. Najděte A−1, pro taková α, pro která existuje, kde A je matice soustavy:

αx + α2y = α3

x + αy + αz = α
−x + y − αz = 1

.

Pomoćı této matice vyřešte soustavu v př́ıpadě, kdy má jediné řešeńı.
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7. Nechť jsou dány

A =


1 0 0 1

−1 0 0 1
0 0 1 1
0 1 1 1

 , B =


2 0 0 2
1 0 1 0
0 1 1 1

−1 1 2 −1

 .

Spočtěte ty z následuj́ıćıch součin̊u, které maj́ı smysl. A u těch, které smysl nemaj́ı, vysvětlete
proč.

1) A−1B−1, 2) AB−1, 3) A−1B, 4) BA−1, 5) (AB)−1, 6) (BTA)−1.

8. Jsou dány matice A =


1 0 0 1
0 1 1 0

−1 0 0 0
0 0 1 −1

 a B =


2 0 0 2
0 1 1 0

−1 0 0 0
0 0 3 −2

 a C =

(
1 0 0 2
2 0 0 1

)
.

(a) Zkontrolujte, že A je regulárńı.

(b) Najděte bez výpočtu A−1 ty z následuj́ıćıch součin̊u matic, které maj́ı smysl:

1) A−1B, 2) A−1C, 3)B−1A, 4)CA−1.

9. Nechť A =

 cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1


(a) Pro jaká α ∈ R je matice A regulárńı?

(b) Pro taková α najděte A−1.

(c) Jak se operátor A definovaný pro každé x⃗ ∈ R3 jako Ax⃗ := Ax⃗ jmenuje? (Nápověda:
Uvědomte si, jakou operaci A s vektory v R3 provád́ı.)

10. Nechť je dána matice A · B =


1 −1 0 0
2 0 1 0
1 1 1 1
0 0 1 1

 . (Matice A a B neznáme.)

Z následuj́ıćıch matic vypočtěte všechny ty, které lze na základě zadaných údaj̊u źıskat:
A−1 · B−1, B · A, A−1 · B, B−1 · A−1, BT · A, BT · AT .

11. Jsou dány matice A =


1 0 0 −1
0 1 0 1

−1 0 0 0
0 0 1 1

 a B =


0.001 0.301 1.012 3.333

0 0 2.56 1000
0 0 0 3.56
0 0 0 0

 .

(a) Najděte A−1 Gaussovou eliminaćı.

(b) Určete h(A−1B).

Výsledky: Inverzńı matice

1. A−1 =

 1 −4 −3
1 −5 −3

−1 6 4
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2. A−1B = 1
2


1 0 0

−4 0 0
−3 0 −2
4 2 0

, CA−1 = 1
2

(
3 −1 1 0

−1 1 1 0

)
, A−1⃗b =


0
1

−2
0

, A−1 =

1
2


1 −1 1 0
0 2 0 −2

−1 −1 1 0
0 0 0 2


3. (a) pro každé α A−1 =

(
0 1
1 −α

)
(b) pro žádné α

(c) pro α ̸= 0 A−1 = 1
α

(
α 0

−1 1

)
(d) pro α ̸= ±1 A−1 = 1

α2−1

(
α −1

−1 −α

)

(e) pro α ̸= ±
√
2
2 A−1 = 1

2α2−1

 −α2 α α2 − 1
α −1 α

α2 − 1 α −α2


(f) pro α ̸= 0 ∧ α ̸= ±

√
2 A−1 = 1

α(2−α2)

 −1 α 1− α2

α −α2 α
1− α2 α −1


(g) pro α ̸= −1 ∧ α ̸= 1

2 ± i
√
3
2 A−1 = 1

α3+1

 α2 −α 1
1 α2 −α
−α 1 α2


(h) pro α ̸= 1 A−1 = 1

α−1

 α+ 1 −1 −1
−1 0 1
−1 1 0


4. pokud pokládáme za ekvivalentńı úpravu zvoleného řádku i připočteńı násobku jiného řádku

plat́ı např. rozklad

A−1 =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
0 1 −1
0 0 1

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 1 0 0
0 1 0
0 −4 1

 ·

·

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 1 0 0
0 1 0
1 0 1

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1

 0 1 0
1 0 0
0 0 1


5. (a) B−1A nemá smysl

(b) A−1B =


2 −1
0 2
0 0
0 0


(c) CA−1 =

(
0 1 1 −1
1 1 −1 1

)
(d) A−1C nemá smysl

(e) A⊤A−1 = I, neboť A je symetrická

6. α ̸= 0 ∧ α ̸= −1 A−1 = 1
α2(α+1)

 α2 + α −α3 −α3

0 α2 α2

−1− α α2 + α 0
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řešeńı je A−1

 α3

α
0

 =

 α2 − α
1

1− α



7. A−1B = 1
2


1 0 −1 2

−2 0 2 −4
−3 2 1 0
3 0 1 2

 BA−1 =


2 0 0 0
0 −1 1 0
0 0 0 1

−2 −1 1 1


ostatńı součiny nemaj́ı smysl, neboť je matice B singulárńı

8. A−1B =


1 0 0 0

−1 1 −2 0
1 0 3 0
1 0 0 2

 B−1A = 1
6


6 0 0 0
2 6 4 0

−2 0 2 0
−3 0 0 3


součin A−1C nemá smysl a CA−1 =

(
2 0 1 0
1 0 −1 0

)
9. (a) A je regulárńı pro všechna α

(b) A−1 = A⊤ =

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0
0 0 1


(c) jde o speciálńı př́ıpad tzv. elementárńı matice rotaćı - vektor x⃗ si po násobeńı touto

matićı zachová 3. složku, zat́ımco jeho pr̊umět do roviny generované vektory e⃗1, e⃗2 se
otoč́ı o úhel α, celkově to tedy znamená, že v našem př́ıpadě se vektor x⃗ otoč́ı kolem
”osy” e⃗3 o úhel α

10. spoč́ıtat lze pouze A−1B−1 = (AB)−1 = 1
2


1 0 1 −1

−1 0 1 −1
−2 2 −2 2
2 −2 2 0

 a

A⊤B⊤ = (AB)⊤ =


1 2 1 0

−1 0 1 0
0 1 1 1
0 0 1 1



11. (a) A−1 =


0 0 −1 0
1 1 1 0
1 0 1 1

−1 0 −1 0


(b) h(A−1B) = 3, neboť h(B) = 3 a A je regulárńı
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