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Tyto zápisky budou pr̊uběžně doplňovány během celého letńıho semestru. Kompletńı verze
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1 Matice a lineárńı zobrazeńı

Zat́ımco zimńı semestr (dále jen ZS) byl zasvěcen lineárńım zobrazeńım, o letńım semestru se dá
ř́ıci, že je věnován maticovému počtu. Ćılem této kapitoly bude přesvědčit vás, jak úzce spolu
pojem matice a lineárńı zobrazeńı souviśı, a dokonce ukázat, že v prostorech Tn matice a lineárńı
zobrazeńı jedno jest.

Předpoklady: Uvažujeme výlučně vektorové prostory konečné dimenze a těleso vždy pouze reálné
nebo komplexńı, tj. T = R nebo T = C.

1.1 Lineárńımu zobrazeńı je přǐrazena matice v báźıch

To je fakt, který známe ze ZS. Připomeňme definici matice zobrazeńı v daných báźıch.

Definice 1. Pro lineárńı zobrazeńı A : P → Q, pokud jsou dány báze X prostoru P nad T a Y
prostoru Q nad T , definujeme matici A v báźıch X a Y jako

(XAY)·j = (A~xj)Y ,

kde ()·j znač́ı j-tý sloupec matice.

Př́ıklad 1. Necht’ A ∈ L(R2,R3) je definované následovně

A ( α1
α2 ) :=

(
α1+α2

α2
α1

)
.

Najděte XAY , kde X = (~e2, ~e1) a Y = (~e1, ~e1 +~e2, ~e2 +~e3). (Uvědomte si, že jednou je ~e1 vektorem
z R2 a podruhé z R3!)
Řešeńı: Definice ř́ıká, že pro j-tý sloupec plat́ı [XAY ]·j = (A~xj)Y . Protože A~e2 = A ( 0

1 ) =
(

1
1
0

)

a
(

1
1
0

)
= ~e1 + ~e2, tj.

(
1
1
0

)
Y

=
(

0
1
0

)
, máme určený prvńı sloupec matice XAY . Podobně spočteme

druhý a dostaneme výsledek.
Výsledek:

XAY =




0 2
1 −1
0 1


 .

1.2 Matici je přǐrazeno lineárńı zobrazeńı

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že také každé matici odpov́ıdá lineárńı zobrazeńı a v určitém smyslu je jediné.

Věta 1. Necht’ A je matice typu m×n s prvky z tělesa T , necht’ Pn a Qm jsou vektorové prostory
nad tělesem T (indexy vyjadřuj́ı dimenzi) a necht’ X je báze Pn a Y je báze Qm. Pak existuje právě
jedno lineárńı zobrazeńı A : Pn → Qm, jehož matice zobrazeńı v báźıch X a Y splňuje

XAY = A.

Takové zobrazeńı A nazýváme zobrazeńı určené matićı A při báźıch X a Y.

D̊ukaz. Naznač́ıme, co je třeba dokázat.

1. Existenci:
To znamená, že muśıme definovat zobrazeńı, které splňuje podmı́nky z věty, tj.

(a) A : Pn → Qm,

(b) A je lineárńı,

(c) XAY = A.
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Ověřte sami, že když pro každé ~x ∈ Pn definujeme A~x pomoćı jeho souřadnic v bázi Y jako

(A~x)Y := A · (~x)X ,

źıskáme zobrazeńı splňuj́ıćı výše uvedené tři požadavky.

2. Jednoznačnost:
Necht’ B ∈ L(Pn, Qm) splňuje XBY = A. Pak ze ZS v́ıme, že pro každé ~x ∈ Pn plat́ı

(B~x)Y =XBY(~x)X = A(~x)X =XAY(~x)X = (A~x)Y .

Pak ale pro každé ~x ∈ Pn také plat́ı A~x = B~x, a tedy A = B.

Důsledek 1. V př́ıkladech bývá často zadáno lineárńı zobrazeńı pomoćı své matice v báźıch. Právě
jsme se dozvěděli, že takové zadáńı skutečně určuje dané lineárńı zobrazeńı jednoznačně.

1.3 Shrnut́ı

Jsou-li X báze Pn a Y báze Qm. Pak

• každému lineárńımu zobrazeńı A : Pn → Qm je přǐrazena matice XAY typu m× n,

• každé matici A typu m × n je přǐrazeno právě jedno lineárńı zobrazeńı určené matićı A při
báźıch X a Y.

1.4 V prostorech T n matice a lineárńı zobrazeńı jedno jest

Věta 2. Necht’ T je těleso.

1. Pro každé lineárńı zobrazeńı A ∈ L(Tn, Tm) existuje matice A typu m×n s prvky z T , která
splňuje A~x = A · ~x pro každý vektor ~x ∈ Tn.

2. Naopak, je-li A matice typu m × n s prvky z T , pak určuje vztahem A~x := A · ~x lineárńı
zobrazeńı A ∈ L(Tn, Tm).

D̊ukaz. 1. Snadno sami ověř́ıte, že hledanou matićı A je matice EnAEm .

2. Ještě snáze ověř́ıte, že takto definované zobrazeńı A je skutečně z Tn do Tm a je lineárńı.

Př́ıklad 2. Př́ıklady lineárńıch operátor̊u na R2. Pro zaj́ımavost je v závorce uvedeno, č́ım je který
operátor význačný. Operátor A ∈ L(R2) je určený matićı A při standardńı bázi E2 prostoru R2, tj.
A~x = A · ~x pro každé ~x ∈ R2.

• A =
(

1 0
0 −1

)
(A je zrcadleńı nebo osová souměrnost podle osy x.)

• A =
(

0 1
1 0

)
(A je zrcadleńı nebo osová souměrnost podle osy x = y.)

• A =
( −1 0

0 −1

)
(A je středová souměrnost.)

• A =
(

cos θ sin θ
−sinθ cos θ

)
(A je rotace o úhel θ po směru hodinových ručiček.)

• A =
(

α 0
0 1

)
(A je prodloužeńı respektive zkráceńı ve směru x.)
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Načrtněte si, jak v jednotlivých př́ıpadech
vypadá vektor A~x!

∧
~e2

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡¡

>
~e1

q
~x =

(
x
y

)

x

y

• A =
(

1 α
0 1

)
(A je zkoseńı ve směru x.)

Namalujte, co výše uvedené operátory udělaj́ı s jednotkovou kružnićı, tj. co je obrazem jed-
notkové kružnice, pokud na každý jej́ı bod zap̊usob́ıme operátorem A.

1.5 Hodnost matice

Vı́me ze ZS, co je hodnost lineárńıho zobrazeńı. Nyńı si zavedeme tento pojem i pro matice.

Definice 2. Necht’ A je matice typu m×n s prvky z tělesa T . Hodnost matice h(A) je definována
jako

h(A) = dim[A·1,A·2, . . . ,A·n]λ.

Jinými slovy, h(A) je počet lineárně nezávislých sloupc̊u matice A.

Vyšetřováńı hodnosti matice je tedy podobné vyšetřováńı LZ a LN souboru vektor̊u. Matici
uprav́ıme do horńıho stupňovitého tvaru (z definice je jasné, že ekvivalentńı řádkové úpravy hodnost
matice neměńı). Pak počet hlavńıch sloupc̊u je roven hodnosti matice.

Př́ıklad 3. Spočtěte hodnost matice




1 1 −2 1 −1
2 2 −4 −1 1
1 1 −2 0 0
1 −1 1 1 −2


 .

Řešeńı:



1 1 −2 1 −1
2 2 −4 −1 1
1 1 −2 0 0
1 −1 1 1 −2


 ∼




1 1 −2 1 −1
0 0 0 −3 3
0 0 0 −1 1
0 −2 3 0 −1


 ∼




1 1 −2 1 −1
0 −2 3 0 −1
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0


 .

V horńım stupňovitém tvaru jsou prvńı, druhý a čtvrtý sloupec hlavńı, tedy h(A) = 3.

1.5.1 Vztah hodnosti matice a hodnosti lineárńıho zobrazeńı

Ukažme, jak úzce spolu hodnost matice a hodnost lineárńıho zobrazeńı souviśı.

Věta 3. Necht’ Pn a Qm jsou vektorové prostory nad stejným tělesem. Necht’ A ∈ L(Pn, Qm), X
je báze Pn a Y je báze Qm. Pak h(A) = h(XAY).

4



D̊ukaz. Stač́ı, abychom rozepsali, co je h(A) (známe ze ZS) a co je h(XAY). Označme X =
(~x1, ~x2, . . . , ~xn).

h(A) = dimA(Pn) = dimA[~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ = dim[A~x1, A~x2, . . . , A~xn]λ = dimV.

h(XAY) = dim[(A~x1)Y , (A~x2)Y , . . . , (A~xn)Y ]λ = dimW.

Je snadné nahlédnout, že souřadnicový izomorfismus: Qm → Tm, který vektoru ~y ∈ Qm přǐrad́ı
vektor (y)Y , je bijekćı: V → W , proto W ∼= V (W je izomorfńı s V ). Ze ZS v́ıme, že pro prostory
W,V s dim < ∞ plat́ı W ∼= V ⇔ dimV = dimW .

Důsledek 2. Zobrazeńı A určené matićı A při báźıch X a Y splňuje h(A) = h(A).

Poznámka 1. Necht’ A je matice s prvky z T a A ∈ L(Tn, Tm) takové, že A~x = A · ~x pro každé
~x ∈ Tn. Pak z předchoźıho d̊usledku plyne, že h(A) = h(A). Tedy např́ıklad všechny operátory
z Př́ıkladu 2 maj́ı hodnost 2.

1.5.2 Regulárńı a singulárńı matice

Nyńı zavedeme velmi d̊uležitý pojem regulárńı matice, který se bude objevovat ve většině následuj́ıćıch
kapitol. Postupně si budeme vyslovovat tvrzeńı, která budou regulárńı matice charakterizovat po-
moćı r̊uzných vlastnost́ı (soustava LAR s jediným řešeńım, inverzńı matice, nenulový determinant,
nenulová vlastńı č́ısla atd.)

Věta 4. Necht’ A je čtvercová matice řádu n s prvky z tělesa T a necht’ Pn je vektorový prostor
nad T s báźı X a Qn je vektorový prostor nad T s báźı Y. Pak h(A) = n, právě když zobrazeńı A
určené matićı A při báźıch X a Y je izomorfismus.

D̊ukaz. Důkaz je hotový, pokud si uvědomı́me, že pro A ∈ L(Pn, Qn) plat́ı, že A je “na” (tj.
h(A) = n) právě tehdy, když A je izomorfismus. Pak už stač́ı aplikovat Větu 3, která dává rovnost
h(A) = h(XAY) = h(A).

Speciálně je-li Pn = Qn, pak v předchoźı větě lze izomorfismus nahradit slovem regulárńı
operátor. Zde má p̊uvod slov́ıčko regulárńı v následuj́ıćı definici.

Definice 3. Čtvercová matice A řádu n se nazývá regulárńı, pokud h(A) = n.

Poznámka 2. Všechny matice z Př́ıkladu 2 byly regulárńı. A tedy i všechny operátory z Př́ıkladu 2
byly regulárńı (prosté a na).

Úloha 1. Rozmyslete si, že každý regulárńı operátor z L(R2) je složeńım konečně mnoha zrcadleńı
(podle osy x = y), prodloužeńı či zkráceńı ve směru x či y a zkoseńı ve směru x či y.

1.5.3 Frobeniova věta

Už ze zimńıho semestru umı́me hledat řešeńı soustav LAR homogenńıch i s nenulovou pravou
stranou. Dosud jsme ale neukazovali, jaká je podmı́nka řešitelnosti soustavy, kolik LN řešeńı ho-
mogenńı soustavy existuje a jak naj́ıt všechna řešeńı. Větu, která tyto otázky zodpov́ıdá, budeme
umět dokázat pomoćı znalost́ı řešeńı rovnice A~x = ~b, kde A je lineárńı zobrazeńı. Také k jej́ımu
elegantńımu zformulováńı využijeme pojem hodnost matice.

Věta 5 (Frobeniova). Necht’ A je matice typu m × n s prvky z tělesa T . Necht’ ~b ∈ Tm. Pak pro
soustavu LAR

A · ~x = ~b (1)

plat́ı:

1. Soustava (1) má řešeńı ⇔ h(A) = h(A|~b), tj. hodnost matice soustavy je stejná jako hodnost
rozš́ıřené matice soustavy.
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2. Označme S0 množinu řešeńı homogenńı soustavy s matićı A, tj. S0 = {~x ∈ Tn|A · ~x = ~0}.
Pak S0 ⊂⊂ Tn a dimS0 = n− h(A).

3. Necht’ h(A) = h(A|~b). Pak množina všech řešeńı soustavy (1), tj. S = {~x ∈ Tn|A · ~x = ~b} má
tvar ~a + S0, kde A~a = ~b. Vektor ~a nazýváme partikulárńım řešeńım.

D̊ukaz. K d̊ukazu 1. tvrzeńı nám stač́ı znalosti ZS. K d̊ukazu 2. a 3. tvrzeńı nav́ıc využijeme vztahy
mezi maticemi a lineárńımi zobrazeńımi, které jsme si v této kapitole vysvětlili.

1. V následuj́ıćıch ekvivalenćıch využ́ıváme mimo jiné teorie LZ a LN.

(1) má řešeńı ⇔ existuje ~x ∈ Tn takový, že A · ~x = ~b ⇔ existuje α1, α2, . . . , αn tak,
že α1A·1 + α2A·2 + · · · + αnA·n = ~b ⇔ ~b ∈ [A·1,A·2, . . . ,A·n]λ ⇔ [A·1,A·2, . . . ,A·n]λ =
[A·1,A·2, . . . ,A·n,~b]λ ⇔ dim[A·1,A·2, . . . ,A·n]λ = dim[A·1,A·2, . . . ,A·n,~b]λ ⇔ h(A) = h(A|~b).
V předposledńı ekvivalenci jsme využili znalosti ze ZS: Je-li P ⊂⊂ Q a dimP = dimQ, pak
P = Q.

2. Necht’ A : Tn → Tm je lineárńı zobrazeńı určené matićı A při báźıch En a Em, tj. pro každé
~x ∈ Tn plat́ı A~x = A · ~x. Pak pro S0 plat́ı:

S0 = {~x ∈ Tn|A · ~x = ~0} = {~x ∈ Tn|A~x = ~0} = kerA.

Ze ZS v́ıme, že jádro lineárńıho zobrazeńı tvoř́ı podprostor, tj. S0 ⊂⊂ Tn, a z druhé věty
o dimenzi v́ıme, že dimS0 = d(A) = n − h(A) = n − h(A), kde posledńı rovnost plyne
z Poznámky 1.

3. Uvažujme opět A : Tn → Tm lineárńı zobrazeńı určené matićı A při báźıch En a Em. Jelikož
z předpokladu h(A) = h(A|~b) plyne, že A · ~x = ~b má řešeńı, plat́ı také, že A~x = ~b má řešeńı.
Ze ZS (Věta 21 v [1]) v́ıme, že množina všech řešeńı A~x = ~b má tvar ~a + kerA, kde ~b = A~a.
A tedy S = ~a + S0, kde ~b = A · ~a.

Poznamenejme, že 2. tvrzeńı Frobeniovy věty vlastně ř́ıká, že počet LN řešeńı homogenńı
soustavy je roven počtu vedleǰśıch sloupc̊u v odpov́ıdaj́ıćı matici v horńım stupňovitém tvaru.

Z Frobeniovy věty lze odvodit ekvivalentńı definice regulárńı matice.

Důsledek 3. Homogenńı soustava se čtvercovou matićı A řádu n má pouze triviálńı řešeńı, tj.
pouze nulový vektor je řešeńım, právě když A je regulárńı.

Důsledek 4. Soustava A~x = ~b se čtvercovou matićı A řádu n má právě jedno řešeńı, právě když
A je regulárńı.

Př́ıklad 4. Najděte všechna řešeńı následuj́ıćıch soustav.

a)

u + v − 2x + y − z = 6
2u + 2v − 4x − y + z = 9
u + v − 2x = 5
u − v + x + y − 2z = 0

b)
2u + v + 2x + y + 3z = 0
5u + 3v − 4x + 3y − 6z = 0
u + v − 8x + y − 12z = 0

c)

3x − y + 7 = 0
6x − 2y + 14 = 0
x + y + 1 = 0
x + 5y − 3 = 0

5x + y + 9 = 0
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1.5.4 Hodnost součinu matic

Na základě znalosti hodnosti složeného lineárńıho zobrazeńı budeme umět dokázat, že pro hodnost
součinu matic plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 6. Necht’ A je matice typu m× n, B je matice typu n× p s prvky z tělesa T . Pak plat́ı

1. h(A · B) ≤ min{h(A), h(B)},
2. je-li m = n a A regulárńı, pak h(A · B) = h(B),

3. je-li n = p a B regulárńı, pak h(A · B) = h(A).

D̊ukaz. Pro každé ~x ∈ Tn definujme A~x = A · ~x (tedy A je zobrazeńı určené matićı A při stan-
dardńıch báźıch En a Em), pak h(A) = h(A). Pro každé ~x ∈ T p definujme B~x = B · ~x, pak
h(B) = h(B). Potom AB~x = A · B · ~x, a tedy h(AB) = h(A · B).
Ze ZS v́ıme:

1. h(AB) ≤ min{h(A), h(B)},
2. h(AB) = h(B), je-li A izomorfismus (⇔ n = m a A regulárńı - tato ekvivalence plyne

z Věty 4),

3. h(AB) = h(A), je-li B izomorfismus (⇔ n = p a B regulárńı - tato ekvivalence plyne z Věty 4).

Př́ımo z definic zobrazeńı A,B, AB źıskáme tvrzeńı věty. Vlastně v předchoźıch vztaźıch všude
nahrad́ıme zobrazeńı A,B maticemi A,B.

Poznámka 3. Nerovnost v bodě (1) Věty 6 m̊uže být ostrá. Necht’ A = ( 0 0
0 1 ) , B = ( 1 0

0 0 ), pak
A · B = ( 0 0

0 0 ) . Tedy 0 = h(A · B) < min{h(A), h(B)} = 1.

1.5.5 Hodnost transponované matice

Velmi zaj́ımavým netriviálńım výsledkem je, že v každé matici je počet LN sloupc̊u stejný jako počet
LN řádk̊u. K precizńı formulaci tohoto tvrzeńı je třeba nejprve zavést pojem transponovaná matice
a k d̊ukazu tohoto tvrzeńı budeme potřebovat také pojmy komplexně sdružená a hermitovsky
sdružená matice.

Definice 4. Necht’ A je matice typu m× n,

1. pak matice transponovaná k matici A je typu n×m, znač́ı se AT a je definovaná AT
ij := Aji,

např. A =
(

2 1 0
1 −1 1

)
, AT =




2 1
1 −1
0 1


 ,

2. pak matice komplexně sdružená k matici A je typu m × n, znač́ı se A a je definovaná
Aij := Aij,

např. A =
(

2 1 0
1 −1 1

)
, A = A

B =
(

2i 1 + i 0
1 −i 1

)
, B =

( −2i 1− i 0
1 i 1

)
,

3. pak matice hermitovsky sdružená k matici A je typu n×m, znač́ı se AH a je definovaná
AH = AT , tj. AH

ij := Aji.

např. A =
(

2 1 0
1 −1 1

)
, AH = AT =




2 1
1 −1
0 1


 ,
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B =
(

2i 1 + i 0
1 −i 1

)
, BH =




−2i 1
1− i i

0 1


 .

Vlastnosti: AT = AT
, (AT )T = A, A = A, (AH)H = A.

Věta 7. Necht’ A je typu m× n, B je typu n× p, pak

1. (AB)T = BTAT ,

2. AB = A B,

3. (AB)H = BHAH .

D̊ukaz. ponechán čtenáři.

Př́ıklad 5. Ověřte si předchoźı větu a vlastnosti na matićıch A =
(

2 1 + i 0
1 −1 1

)
, B =




3
1
−i


.

Věta 8. Necht’ A je typu m × n s prvky z T . Pak h(A) = h(AT ). Jinými slovy, každá matice
obsahuje stejný počet LN sloupc̊u jako LN řádk̊u.

Pomocné lema 1. Necht’ A je typu m× n s prvky z T . Pak h(AHA) = h(A).

D̊ukaz. ponechán čtenáři.

Pomocné lema 2. Pro libovolnou matici B s prvky z T plat́ı h(B) = h(B).

D̊ukaz. ponechán čtenáři.

D̊ukaz Věty 8. vyplývá vhodným zkombinováńım Pomocných lemat 1 a 2 a Věty 6 o hodnosti
součinu matic.
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2 Inverzńı matice a Gaussova úplná eliminace

Definice 5. Necht’ A je matice s prvky z T . Pokud existuje matice B tak, že A ·B = B ·A = I, pak
B nazveme inverzńı matićı k A.

Pozorováńı 1.

• A muśı být nutně čtvercová (plyne z pravidel pro násobeńı matic)

• pro singulárńı matici inverzńı neexistuje (plyne z Věty 6 o hodnosti součinu matic)

Věta 9. Necht’ A je regulárńı matice řádu n. Pak k ńı existuje právě jedna inverzńı matice.

D̊ukaz. Je třeba dokázat existenci a jednoznačnost. Existence se dokáže t́ım, že najdeme podobu
inverzńı matice B k matici A. Uvažujme lineárńı operátor A určený matićı A při standardńıch
báźıch. Takový operátor je podle Věty 4 regulárńı, a existuje tedy operátor k němu inverzńı A−1.
Polož́ıme-li B :=En(A−1)En , pak snadno ověř́ıme, že splňuje A ·B = B ·A = I. Důkaz jednoznačnosti
je ponechán čtenáři.

Nyńı, když v́ıme, že pro regulárńı matici A existuje právě jedna inverzńı matice, má smysl ji
nějak označit. Obvyklé je značeńı A−1.

Z Věty 9 a z faktu, že singulárńı matice nelze invertovat, plyne nová ekvivalentńı definice
regulárńı matice.

Důsledek 5. Čtvercová matice A je regulárńı, právě když existuje A−1.

Pozorováńı 2.

• Necht’ A,B jsou matice stejného řádu. Pokud B ·A = I, pak A i B jsou regulárńı a B = A−1.

• Plat́ı I−1 = I.

• Necht’ A je regulárńı matice. Pak (αA)−1 = 1
αA

−1 pro α 6= 0 a (A−1)−1 = A.

• Jǐz v́ıme (D̊usledek 4), že soustava A~x = ~b se čtvercovou matićı A řádu n má právě jedno
řešeńı, právě když A je regulárńı. Řešeńım je pak vektor ~x = A−1~b.

Věta 10. Necht’ A a B jsou regulárńı matice řádu n. Pak také matice A·B je regulárńı a (A·B)−1 =
B−1A−1.

D̊ukaz. ponechán čtenáři.

2.1 Praktický výpočet A−1 · B – Gaussovo úplné eliminačńı schéma

Abychom pochopili, proč funguje Gaussova úplná eliminace, muśıme si nejprve uvědomit, že
řádkové úpravy v matici odpov́ıdaj́ı násobeńı vhodnou matićı zleva.

Pomocné lema 3. Necht’ C je matice typu m × n. Provedeme-li ekvivalentńı řádkovou úpravu,
je výsledná matice rovna matici T ·C, kde T je čtvercová matice řádu m, která vznikla z I stejnou
řádkovou úpravou.

D̊ukaz. Čtenář snadno ověř́ı, že je tvrzeńı pravdivé pro všechny ekvivalentńı řádkové úpravy:

1. záměna řádk̊u,

2. vynásobeńı řádku nenulovým č́ıslem,

3. přičteńı lineárńı kombinace ostatńıch řádk̊u k vybranému řádku.
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Věta 11. Necht’ C je matice typu m × n. Provedeme-li konečný počet ekvivalentńıch řádkových
úprav, je výsledná matice rovna matici T · C, kde T je čtvercová matice řádu m, která vznikla z I
stejnými řádkovými úpravami (EŘÚ) ve stejném pořad́ı.

D̊ukaz. ponechán čtenáři.

Př́ıklad 6. V matici C provád́ıme EŘÚ: záměna 1. a 2. řádku, přičteńı 1. řádku k 2. řádku,
vynásobeńı 3. řádku č́ıslem 2. Ověřte, že vzniklá matice je rovna T · C, kde T vznikla stejnými
řádkovými úpravami provedenými ve stejném pořad́ı z jednotkové matice, tj.

C =




1 0 −1
2 3 3
4 4 2


 ∼




2 3 3
1 0 −1
4 4 2


 ∼




2 3 3
3 3 2
4 4 2


 ∼




2 3 3
3 3 2
8 8 4


 = T ·C, kde T =




0 1 0
1 1 0
0 0 2


 .

Necht’ A je regulárńı matice řádu n a B je matice typu n×m. Úplná Gaussova eliminace
funguje následovně: zaṕı̌seme rozš́ı̌renou matici (A | B) a tu pomoćı EŘÚ převedeme do tvaru
(I | X). Rozmyslete si, že to d́ıky regularitě A vždy lze. Ukažme, že pak X = A−1 · B. Symbolicky
zapsáno

(A | B) ∼ (
I | A−1 · B)

.

Stač́ı si uvědomit, že I vznikla EŘÚ z A a že X vznikla stejnými EŘÚ provedenými ve stejném
pořad́ı z B. Z Věty 11 plyne, že existuje T tak, že I = T ·A a X = T ·B. Z prvńı rovnosti dostáváme
T = A−1 a z druhé rovnosti pak X = A−1 · B, což jsme chtěli dokázat.

Poznámka 4. Slov́ıčko úplná naznačuje, že narozd́ıl od Gaussovy eliminace, kdy jsme matici
pomoćı EŘÚ převedli do horńıho stupňovitého tvaru a zastavili se, v úplné Gaussově eliminaci
z horńıho stupňovitého tvaru pokračujeme a EŘÚ vyráb́ıme nuly nad diagonálou, dokud neskonč́ıme
u jednotkové matice.

Úplnou Gaussovu eliminaci budeme použ́ıvat k řešeńı následuj́ıćıch úloh (A je rugulárńı a
ostatńı matice jsou správného rozměru):

1. hledáńı A−1 · B,

2. hledáńı A−1, tj. B klademe rovno I v předchoźım př́ıpadě,

3. hledáńı A−1~b, tj. B klademe rovno ~b,

4. hledáńı C · A−1, pak využijeme metody:
(
AT | CT

) ∼ (
I | (AT )−1 · CT

)
=

(
I | (A−1)T · CT

)

a transponováńım výsledné matice (A−1)T · CT pak źıskáme hledanou matici C · A−1.

Př́ıklad 7. Jsou dány matice

A =




0 1 −1
0 0 1
1 −1 0


 , B =




2 0
0 0
1 −1


 , C =

(
2 0 −1
1 1 1

)
.

Spočtěte A−1 · B, C ·A−1 bez toho, abyste spočetli A−1. Poté A−1 vypoč́ıtejte a předchoźı výsledky
pak pomoćı nalezené A−1 zkontrolujte.
Řešeńı:

(a) (A | B) =




0 1 −1 2 0
0 0 1 0 0
1 −1 0 1 −1


 ∼




1 −1 0 1 −1
0 1 −1 2 0
0 0 1 0 0


 ∼




1 −1 0 1 −1
0 1 0 2 0
0 0 1 0 0


 ∼
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∼



1 0 0 3 −1
0 1 0 2 0
0 0 1 0 0


 , tedy A−1 · B =




3 −1
2 0
0 0


 .

(b)
(
AT | CT

)
=




0 0 1 2 1
1 0 −1 0 1

−1 1 0 −1 1


 ∼




1 0 −1 0 1
0 1 −1 −1 2
0 0 1 2 1


 ∼




1 0 −1 0 1
0 1 0 1 3
0 0 1 2 1


 ∼

∼



1 0 0 2 2
0 1 0 1 3
0 0 1 2 1


 , tedy C · A−1 =

(
2 1 2
2 3 1

)
.

(c) (A | I) =




0 1 −1 1 0 0
0 0 1 0 1 0
1 −1 0 0 0 1


 ∼




1 −1 0 0 0 1
0 1 −1 1 0 0
0 0 1 0 1 0


 ∼




1 −1 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 0


 ∼

∼



1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 0


 , tedy A−1 =




1 1 1
1 1 0
0 1 0


 .

Úloha 2 (Sloupcová analogie úplné Gaussovy eliminace). Zformulujte a dokažte analogickou větu
jako je Věta 11 pro ekvivalentńı sloupcové úpravy. Jej́ı pomoćı vymyslete sloupcovou analogii úplné
Gaussovy eliminace.
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