Testovani prvociselnosti

Fermatuv test

Mala Fermatova véta: Necht p je prvocislo, a € {1,2,...,p — 1}.
Pak a?mod p = a nebo ekvivalentné a? ' mod p = 1.
Algoritmus Fermatova testu

e testujeme, zda n je prvocislo

"~lmod n

e bereme libovolné a < n a pocitame a

e pokud nevyjde 1 = n je slozené

e pokud vyjde 1 = nic s jistotou nevime
Carmichaelova ¢isla

Definice: Slozena ¢isla n takova, ze pro kazdé a < n a NSD(a,n) =1 plati

a”'mod n = 1, nazyvadme Carmichaelova.

e nejmensi 561 =3 x 11 x 17

e Chernik 1939: (6k + 1)(12k + 1)(18k + 1) je Carmichaelovo ¢islo, pokud je kazdy faktor
prvocislem

e Alford, Ganville, Pomerance 1994: existuje co-mnoho Carmichaleovych &isel

e Dusledek: Fermatuv test nedostatecny k testovani prvociselnosti!

Solovaytv-Strassentiv test
Kvadratické reziduum

e Definice: Necht p je liché prvocislo. Pak a € N\ pN nazveme kvadratické reziduum, pokud
a = x?mod p pro néjaké x € {1,2,...,p — 1}. V opaéném piipadé nazveme a kvadratické
nereziduum.

e napt. p =7, pak

1 = 12mod7 (= 6% mod7)
2 = 3 mod7 (= 4% mod7)
4 = 22mod7 (= 5% mod7)

Legendruv symbol

o Definice: Necht p je liché prvoéislo a a € N. Pak definujeme

a 0 je-li a ndsobkem p,
<) = 1 je-li a kvadratické reziduum mod p,
p —1 je-li a kvadratické nereziduum mod p.

e Eulerova véta: Necht p je liché prvoéislo a a € N. Pak (%) =a®1/2mod p.

Vlastnosti Legendrova symbolu
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(specidlné kdyz b neni nésobek p, pak (%) = (9))



e Zikon kvadratické reciprocity: Necht p, ¢ jsou liché prvoéisla, pak (%)
Jacobiho symbol

e Definice: Necht n > 1 je liché pfirozené &islo a jeho prvoéiselny rozklad méd tvar n =
a1, 2

p1ips? ... pYr. Pak definujeme
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Vlastnosti Jacobiho symbolu

. (%) = (%ﬁ’d”), specidlné (%) =0< NSD(a,p) > 1,
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(specialné kdyZ b nenf nasobek p, pak a%z
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Zakon kvadratické reciprocity: Necht p, ¢ jsou liché piirozena ¢isla, pak (%)
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Jak spocist Jacobiho symbol (%) bez faktorizace p?
Vypocet Jacobiho (Legendrova) symbolu (%)
— necht a,b € Z, b liché
poloz (X,Y, Z) := (a,b,1)
while X # 0 and X # 1 do (kontroluj v kazdém kroku)
Lif X <0, (X,Y,2) = (-X,Y, Z - (-1)"=)
22X >Y,(X,)Y,Z) = (X modVY,Y,2)
3. 0f X sudé, (X,Y,2) = (X,v, 2 (-1)"=)
4. if X liché, (X,Y,Z) :== (Y mod X, X,Z - (—1)
— vystup: (%) =X-Z

(X-1)(¥y-1)
4

)

Princip Solovayova-Strassenova testu
e 1 je liché prvocislo = pro kazdé a < n plati ( ) =a"T mod n

e 1 je slozené ¢islo = existuje a < n, pro které (%) =+ a"= mod n
(takovych a je aspoit 1/2, tj. 251)

Algoritmus Solovayova-Strassenova testu
e testujeme, zda n je prvocislo

e bereme libovolnd aq,as,...,a, € {1,2,...,n— 1}
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kontrolujeme NSD(a;,n) =1

n—1

spocteme (%) aa;”

mod n

n—1

pro néjaké a; neplati (%) =a,

mod n = n slozené

n—1
pro vSechna a; plati (%) =a,; > mod n = n prvocislo s pravdépodobnosti 1 — 2%

Rabinuv-Milleruv test

Princip Rabinova-Millerova testu
e n liché prvocislo a n — 1 = 2F¢
o Mald Fermatova véta = pro kazdé a < n plati

0=(a""'-1) mod n= (a2kt —1) mod n

e n nutné déli aspon jednu ze zavorek:

k—1

(a2k—lt _ 1)(0,21@7% i 1) _ (a2k—2t - 1)(a2k72t + 1)(@2 t + 1) —

=(a'—1)(a" +1)...2 T+ 1)@ T+ 1)

e n slozené ¢islo, pak existuje a < n, pro které n nedéli zddnou ze zavorek (takovych a jsou
o~ . 3(n—1)
aspon 3/4, tj. =)

Algoritmus Rabinova-Millerova testu
e testujeme, zda n je prvocislo
e rozlozime n — 1 = 2F¢
e bereme libovolnd aq,as,...,a, € {1,2,...,n— 1}
e kontrolujeme NSD(a;,n) =1
e klademe b; = a!
e pokud pro nékteré b; plati:

— b;mod n # +1,
— bfjmod n # —1 pro kazdé j € {1,...,k — 1},

= n je slozené

€1

e jinak je n prvocislo s pravdépodobnosti 1 — =



