1. cviceni - Matice a linearni zobrazeni a Soustavy linearnich
algebraickych rovnic

Matice a linearni zobrazeni

7 teorie je tfeba védét:

1.

Nechi A € L(P,Q) a nechi b € A(P), pak A~1b (mnozina feseni AZ = b) spliiuje A~1b =
a+ kerA, kde @ je partikuldrni feSeni, tedy a spliiuje Ad = b.

Matice zobrazeni A v bazich X, Y spliuje (AZ)y =AY (Z)~.
Jak se ziska matice slozeného zobrazeni pomoci matic sklddanych zobrazeni.

Jak se fesi soustava linedrnich algebraickych rovnic (po vysloveni Frobeniovy véty umime
najit celou mnozinu feseni).

Necht
1 -1 0 0 2 -1
x=( -1, 2. 1t hav=( 1|, -1 ]|, 2]
2 -2 -1 -1 4 -3
jsou dvé baze vektorového prostoru C3. Necht B € £L(C3) zadané svou matici v bazi X
6 -3 0 .
¥*B=| 4 -2 0 |. Naleznéte mnozinu B~1(b),
2 -1 0
. 9
(a) jeli (D) =| 6 |,
3
—4
(b) je-lib= 4 1,
-7
. —4
(© jeli By = | 4
6
Necht
1 -1 0 0 1 -1
x=( -1 ), 2.1 1t hav=( 1|, [t |.| 2]
2 -2 -1 -1 1 -3
jsou dvé baze vektorového prostoru C3. Necht B € £L(C?),
2 =30 . . -2
YB¥=| 1 -2 0 |. Naleznéte mnozinu B~1(b), je-li (b)y = 2
2 -1 0 1
1 -1 1
. Necht X = (| 1 |, 0 |, —1 |)jebéze vektorového prostoru R?. Je zadén linearn{
1 1 0
1 1 -1
operator A na R® pomoc{ své matice v bdzi ¥ “*YA=| 0 1 1 ]. Naleznéte
1 -1 0

(a) kerA,d(A) a h(A) (je A reguldrni operétor?),



(b) vSechna feSeni rovnice

0
AZ=1 1 |,
2
(c) A7Y(P), tedy vzor podprostoru P, je-li
0 0
P=[l 1], -1 |l
2 1

. Necht X = (fl,fg,.’fg) a)y = (—251 + 279 + T3, + To — 243, —T1 + 53) jsou dvé baze

1 1 -1
vektorového prostoru V3. Necht A € £(V3), ¥A = | 0 1 1 |. Naleznéte viechna
1 -1 0
1
fesen{ rovnice AZ = b, kde (b)y = [ 0
1

. 'V z4vislosti na parametru 3 € R najdéte jadro a hodnost zobrazeni A € L(R3, R?) zadaného
pomoci matice ve standardnich béazich

3 2 __ ,@ _5 1
SAS_(B 52 1)

1 1 -1 0
. 0 2 0 1 . . . 4
. Necht X = 1o I o || 1 je béaze vektorového prostoru R* a ) =
0 2 1 1
1 0 L 4 2
10 je baze vektorového prostoru R=.
. 4 my ARy 6 0 -5 0 — e, .
Necht B € L(R*R?), *BY = 41 1 9 /) Daéle je zadano linedrni zobrazeni A €
1 00
3 4 ’ e .’ 5 X 4 71 1
L(R3,R*) nésledujici matici “34* = 2 0 0
0 01
Naleznéte vSechna FeSeni rovnice BAT = < g )
1 -1 1
. Necht X = (| 1 |, 0 |, —1 |)jebéze vektorového prostoru R?. Je zadén linearn{
1 1 0
operator A na R® pomoci své matice v bdzi ¥ “*YA=| 0 1 1 |. Naleznéte

1 -1 -3
(a) kerA,d(A) a h(A) (je A reguldrni operétor?),

(b) vSechna fesen{ rovnice

A= 2

. 'V zévislosti na parametrech «, 8 € R najdéte:



(a) kerA,

(b) A1 (1),

x
kde A € L(R3,R?) je definované pro kazdé ¥ = | y | € R3 jako

z

. f(az+By+az
Am—( —ax + Bz )
1 -1 0 1
9. Necht A € L(R? R?) je definované pomoci matice Y A% = [ @ —a |,kde X = (( 1 ) ; ( 1 )>
) _

je baze R2. V zavislosti na parametru o € R
(a) najdéte jadro A,

(b) urcete, zda A je prosté,

(c) najdéte obor hodnot A(R?),

(d) uréete hodnost A.

10. Necht A € £(R? R?), B € L(R2,R?), kde pro kazdé 7 = (j) € R? definujeme

a —«
AT = (ml + 2t x3> a ddle zndme €2 B% = a? —a
T3 1 -1

(a) Rozhodnéte, v jakém potadi lze zobrazeni sklddat.

(b) Pro slozené zobrazeni najdéte v zavislosti na parametru o € R jeho hodnost a jadro.

Vysledky: Matice a linearni zobrazeni

~ 2 -1
1. (a) napt. B ') =| =3 | +[| 2 |
4 -3
(b) B~1(5) =0
(c) BL(b) =10
. 2 —1
2. napi. B7Y(b)=| -3 | +] 2 |-
4 -3

) =3, A je reguldrni operator

|

I N

0
) -1 ])\
1



10.

1
(ii)ﬁ:O:>h(A):1,kerA:[(0), (
0

0
B
0
1
0
~1
(iii)ﬂ—1:>h(A)—2,kerA—[< 0), (
0
3
1

1 0 1
()= (3)(3)s

3 2 0

B

== O

2
(i) a = 0V a =1 =kerA = {0}, A nenf prosté, h(4) =1, A(R?) = [(

1
A(R2)2[<O>proa20
0

(a) existuje zobrazen{ AB i BA
-1
(b) (i) pro a #0Aa # 1 je h(AB) =2, kerAB = {0}, h(BA) = 2, kerBA = [( 1 )]A

(ii) proa = 0Va =1je h(AB) = 1, kerAB = | _} )],\ h(BA) =1, kerBA =

()00

—_ o O



Soustavy linearnich rovnic

Z teorie je tfeba zndt pojmy: soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych, (rozsifend) matice
soustavy, homogenni soustava, ekvivalentni ipravy, hodnost matice, partikularni feseni a predevsim
je tfeba znéat Frobeniovu vétu

1. Naleznéte mnozinu v8ech feSeni néasledujici homogenni soustavy linearnich rovnic.

Tr + 14y + 11t = 0
13z + 36y — 10z + 19 = 0
3 + 25y — 192 4+ 2t = 0
3 + 4y + 2z + 5 = 0

2. Naleznéte mnozinu vSech feseni nésledujici soustavy linedrnich rovnic s nenulovou pravou

stranou.
2c + Ty + 3z + t = 6
3z + by + 2z + 2t = 4
9 + 4y + =z + Tt = 2
3. Naleznéte mnozinu vSech feSeni nésledujici linedrni rovnice.
2t + y — z + t — 3u= 1

4. Naleznéte mnozinu vSech feSeni nasledujici soustavy linedrnich algebraickych rovnic.

2t + y — z 4+ t — 3u= 1
—1lz + 2y -t + 3u= -1

5. Zjistéte, jakou podminku musi spliovat parametry «, 3, aby néasledujici soustava linedrnich
rovnic méla netrividlni feSeni, a urcete dimenzi vektorového prostoru vsech feseni této sous-

tavy.
2c + 3y — =z = 0
ar + Py — 2z = 0
-y + =z =0

6. Naleznéte mnozinu vSech feSeni nésledujicich soustav linearnich rovnic v zavislosti na parametru .

(a)

X + y + z =1
r + Xy + 2z =1
z + y + Az =1
(b)
2 — y 4+ 3z 4+ 4du = 5
dc — 2y + 5z + 6u = T
6z — 3y + 7z — lu = 9
A — 4y + 9z + 10u = 11
7. Najdéte mnozinu v8ech fesSeni nasledujici homogenni soustavy LAR v zavislosti na parame-
trech «, 5.
ar + y + =z = 0
x + By + z = 0
r + y + vz =0

8. V zavislosti na parametru 3 € R naleznéte mnozinu viech feseni v R* nésledujici soustavy.

-z — (B2-1)-y + 0-2 + u = f



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

V zéavislosti na parametru 8 € R naleznéte mnozinu feseni nasledujici soustavy.
pr + y + z = P

Bxr + By + =z = B
Bx + Py + Bz = B

V zavislosti na parametrech «, 5, v € R naleznéte mnozinu vSech feSeni nasledujici rovnice.

ar + Py + vz = 1

Najdéte mnozinu vSech feseni nasledujici soustavy LAR v zavislosti na parametrech «, g.

2a—-—1Dz - y = 26-3
(a+2)x + 2z = 0
-r - 2y + z = 3

Dokazte, ze mé-1i nasledujici soustava LAR praveé jedno feSeni, pak oSy # 0. Naleznéte toto
feSeni.

Bz + ay = 9
v + az =
wo o+ Bz = «

Najdéte vsechna feseni nasledujici soustavy linedrnich algebraickych rovnic v zavislosti na
parametrech «, § € R.

ar + oy + 2 = «
Bz + y + az = f

e
Najdéte «, 3, tak, aby | B | bylo feSsenim nésledujici soustavy LAR.
Y

dr — 2y + 2z =
2z + 2z
-z + Yy + =z =

«
B
Y

V zéavislosti na parametru o € R naleznéte mnozinu vsech feSeni nasledujici soustavy

ar + a2y = o
r + oy + oz = «
—-r —+ y — oz = 1

V zavislosti na parametrech «, 8 € R naleznéte mnozinu vsech feSeni nasledujici rovnice

ar + Py + az + Pu = «.

Naleznéte mnozinu vSech feSeni nasledujicich soustav linedrnich rovnic v zavislosti na parame-
trech «, 5.

(a)

(a+Dx + B+Dy + (@®+p8%2+a+8)z = 8
B+Dz + (a+ly + (@2+B24+a+B)z = —a
x + y + (a+pB)z = 0



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

ax +  az = 1
r + y + afz = -1
afr + y = B
(c)
ar + y + az = f
Bxr + 2y -— z = « (B €R)
ax + ay + oz = 1
(d)
(> +a)z + (> —a)y + az = af
(a+2aB)z + (a®-2a-1)y + az = af — B2 (B €R)
(a®? —2aB)z + (Ra+28+1)y = B+af+2

Naleznéte mnozinu vsech feseni nasledujici soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parame-
trech a, 8,7.

5o — Yy — 4z = a+p

dr + 6y + (y—-1)z = 9-8

20 + 3y + (v+4)z 9—a-4

Naleznéte mnozinu vsech feseni nasledujici soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parame-
trech a, 3,7, A.

X+ oy + oz = «
z + Ny + z = p
r + Yy + Az = 7

Najdéte mnozinu vSech feseni nésledujici soustavy LAR v zavislosti na parametru .

Ar 4+ 2y + z = 1
20 + My + A+1)z = A

V zavislosti na parametrech «, 8 € R naleznéte mnozinu vsech feSeni nasledujici soustavy.

ar — y - oz = 1
—x — y - z = 1
r + ay + Pz = —«

Najdéte mnozinu vSech Feseni nésledujici soustavy LAR v zdvislosti na parametrech a, 5, kde
aeR.

ar + Py + z = «
Bxr + y + 2z = 1
ar + y + =z = f
V zavislosti na parametru 8 € R naleznéte mnozinu vSech feSeni nasledujici soustavy.
20— 28y + (24+4pP)z — u = 2
Bz — By + u = B
V zavislosti na parametru a € R naleznéte mnozinu vsech feSeni nésledujici soustavy.
—ar + y + az =1
r + oy + az = «
—-adr 4+ ay + az = o2
(@®>—a)z + 2y + 20z = a+l



Vysledky: Soustavy linearnich rovnic

—13 -2
. 1 1
1. napi. Sp = E 1 Ir
7 0
-1 -9 1
R 1 5
2. napi. S = 0 + o | 1 Ix
1 11 0
2 3 -1 1 -1
0 0 0 0 2
3. napt. S=| 0 |+[] 0 |, o111 21, 0
0 0 2 0 0
1 2 0 0 0
0 3 —1 2
0 9 -3 11
4. napi. S=1 0 [+][| 0 |, 0 |, 15 |]a
1 0 5 0
0 5 0 0

—1
5. prave, kdyz a — f = =2, dimSy = 1, Sy = [( 1 )]A

1
1
2
6. (a) (i) A # 1A X# 2 pravé jedno feseni P>
X2
1 -1 -1
(i) A\=1napt. S=1| 0 | +] 0 ], 1 ]]a
0 1 0
(iii) A = 2 NR
0
(b) (i) A # 8 A X # —8 pravé jedno Feseni g
0
0 0
() A= —8nape. 5= | 2 [+[| 2 |
1 1
-2 1
. 0 2
(iii) A = 8 napi. S = 3 + 0 Ia
0 0

7. netrividlni feSeni, pravé kdyz a + 8+ v = a8y + 2 napt. S = [(

1—py
v—1
B—-1

Js



8. nezavisle na 3 feSeni napt. S =

10.

11.

12.

13.

14. vyhovuje usporddand trojice (

o oo

(i) B #0A B # 1 pravé jedno fesent

)
v () (1)

1

0

0
1
(iii) B = 0 napt. Sy = ( 0
0

(i) a=pB=v=0NR

(ii) @ # 0 napt. S =

1
0
0 0
0 0 Jé}
(iii) 8 # 0 napt. S = ( % ) —|—[< - ) , ( -« )]A
0 B 0
0 vy 0
(iv) y#Onapt. S=[ 0 | +[ 01, v A
1
g o -
B=2
(i) o # 0 pravé jedno feseni ( —ap+2 )
a—%’—i—2

[\)

1 -1
(ii)a—O/\B—Qnapf.S—(— )+[( 1>]>\
1

(iii) v ostatnich pifpadech NR

o

B24~2—a?

28y,
a’+y%-p

2acy
248242

203

1 o? -1
(i)proﬁ#aQnapf.S:(O)—i—[( B —a? )]A
0 a—af
0 -1 -
(ii)proa—ﬂ—lnapF.S—(l)—|—[( 1),(
0 0
0 0
(iii) pro « = =1 A 8 =1 napi. S = ( 1 ) +[( 1),
0 1

(iv) v ostatnich pfipadech NR
-2t
=| =2t |],kdeteC
t

feSeni pro afy # 0

= @R

O = OO



a? -1

15. (i) @ # 0 A a # —1 prave jedno feseni 1
1—«
0 0
(i) a=0napr. S=| 1 | +] O)]A
0 1
1 1
(i) = —=1napf. S=| 0 | +[| 1 ]
2 0
0 —B -1 -8
16. (i) a #0A B # 0 napi. S = (1) + 8 ? o i
0 @ 0 0
0 0 1
.. . -1 0 0
(ii) a =0A B # 0 napt. S = | 0 1 0 I
1 0 0
1 -1 -1 -1
(iii) & # 0 A 8 = 0 napt. S = 8 +[ 8 (1) % I
0 e 0 0
(ivya=p=0 S=R
%
17. (a) (i) o # B préveé jedno feseni ( 0
2
0 -1
(i) a=p=0napt. S=[| 0 |, 1 ]
1 0
(iii) v ostatnich pifpadech NR
2841
a(2—a)
(b) (i) @ # 0 A« # 203 préave jedno feseni zlj;ﬁ
ala2)
-1 -2
(i) o = —1AB=—1 napr. S = 0 | +] 1 ]
0 2
(iii) v ostatnich pifpadech NR
1—ap
. azfaz )
(¢) (i) @ #0Aa#1Aas#—% pravé jedno Fesen %
B+a®—a?—2a—aB?+2a8
(a—a?)(2a+1)
-2 3
(ii) « = B =1 napt. S = 2 |+l -2 |I»
1 —1
(iii) v ostatnich pifpadech NR
—B%(a+28)+(a+1)(af+2)
a(4p?2—a?)
(d) (1) @ # 0~ # 28N # —28 préve jedno Feseni gi;rg
aﬂ(4B2fa2)+(a+11%22(a;22ﬁ)+(a*a2)(a5+2)

10



18.

19.

20.

21.

0
(i) a=0ApF=1napi. S=| 1 | +]
0
0
(i) a = —2A B =—1napi. S=| -1
—4

0 1
(ivya=-2AB=1napt. S=| -1 | +[[ 8
-2 25

-1

-1
(vi) v ostatnich pifpadech NR

~v(4a+38)+2a+108+153

17

(1 +9)
v(3a—28)~Ta—356+153

(1) v # —9 préveé jedno feseni 1707+9)

9—2a—0

v+9
54—4a

34
(i) y = —9A 20+ B =9 napr. §= | Ta-18
167

(iii) v ostatnich pifpadech NR

-3
(v) a=2Ap=—1napi. S= 3|+ 8)
1
1
1

a(A+1)—B—y
(F2)(A—1)
(i) A # 1A X # —2 pravé jedno fegeni | SQth_a—y

0
(i) \=1Aa=p=~vnapi. S= ( 0)—!—[
0

"3
(iii) A\ = —2Aa+ B+~ =0napi. S= :T’Y
. 3
(iv) v ostatnich pfipadech NR
2
P
() A#ZOAX#2AN# —2mnapt. S=| Lz
1
_% 0
(ii) A =0 napt. S = 0 |+ 1 |Ia
1 0
i -2
(iii) A=2mnapt. S=| 0 | +] 1 ]]a
3 0
(iv) A= -2 NR
0
(i) @ = =1 A a # B prave jedno feseni | —1
0

0 0
(ii) 8 = a napi. S = ( —1)+[( -1 )]A
0 1

11



0 A1

(iii) a = =1 napt. S=| -1 | +[| B8-1 |
0 2
(iv) v ostatnich pfipadech NR
1—a—28+282
(1—@(13—2@)
22. (i) B # 1 A B # 2a pravé jedno reseni =
B3+a+a—3af8
(1-p)(2a—p
0 -1
(i) B=1Aa=1napt. S=[| 1 |, 1 ]]a
0 0
(iii) v ostatnich pifpadech NR
1 1 3
. o |o 0 1
23. (i) B # —2 napi. S = 0 + 11l o I
0 38 0
1 1 0 -2
. o o 0 0 1
(ii) B = —2 napt. S = o | T [ ol 11 0
0 2 0 0
a—1
a?+4a
24. (i) a #=0Aa # 1 Aa # —1 pravé jedno feseni 20
—2a
a+1

0 0
(ii)alnapf.S(O)Jr[( 1)]A
1 -1

(iii) v ostatnich pifpadech NR

12



