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Matematicka indukce

Jde o nasledujici vlastnost ptirozenych ¢isel: Predpoklddejme:
1. Néjaké tvrzeni plati pro 1.
2. Plati-li turzeni pron € N, pak plati také pron + 1.

Pak dané tvrzeni plati pro vSechna prirozend cisla.

Rozmyslete si, ze také plati: Predpoklddejme:
1. ng je prirozené cislo.
2. Néjaké tvrzend plati pro ng.
8. Plati-li turzeni pron € N, n > ng, pak plati také pron + 1.

Pak dané tvrzeni plati pro vSechna prirozend c¢isla vétsi nebo rovna ng.

1. Dokazte, ze pro vSechna pfirozend ¢isla plati nasledujici tvrzeni
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(e) Vzorec vhodny k zapamatovani (binomicka véta)
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(f) Vzorec vhodny k zapamatovani (Moivreova véta)
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2. Dokazte, ze pro kazdé n > 1 plati
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3. Pro kterd n € N plati 2" > 2n + 1 a pro kterd 2" > n?? Dokazte.

4. Dokazte, ze pro vSechna ptirozend ¢isla plati nasledujici tvrzeni
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5. Dokazte, ze 11"+ 4+ 12271 je pro kazdé n € N délitelné éislem 133.

6. Pfedstavte si, ze nase bankovky jsou v hodnotdch mocnin 3, tj. 1 Ké (1 = 3°), 3 K¢, 9 Ké,
atd. Pfijde-li k ndm ddrzbaf, pak af chce za opravu pracky jakoukoliv (celou) ¢astku, jsme
schopni mu ji zaplatit - za predpokladu, ze jak on tak my mame od kazdé bankovky 1 kus.
Dokazte.

Sumy a produkty

Pamatujte, ze proa,b € Z, b<a

Z ar =0 prazdna suma je rovna 0
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1. Vypoctéte nasledujici sumy
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. Vyuzijte znalosti >, _, (k +1)% = >°)_, k* k vypoctu
n
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. Necht ay,as,...,a, jsou ¢leny aritmetické posloupnosti, tj. existuje d € R takové, ze
ak4+1 — a, = d prokazdé k € {1,2,...,n—1}. Jak vypad4 ¢len a,, zapsany pomoci ¢lenu a,?
Jak se dé psdt Y_;_, ar pomoci a1 a a,?

. Urcete soucet geometrické posloupnosti, tj. 22:1 q.

. Vypoctéte nasledujici sumu
n
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. Vypoététe nésledujici sumu, uvazujte zvlast n sudé a n liché
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. Vypoctéte nésledujici sumu pomoci pievedeni na rozdil sum
>
P k(k+1)

. Vypoctéte pomoci zdmény sum

. Vypoctéte nasledujici produkty
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Matematicka logika
Méame dva cile:
1. Naucit se formulovat myslenky jednoduse, presné a elegantné

2. Umét najit pravdu

Vyrokova logika
e Vyrok je tvrzeni, o jehoz pravdivosti lze rozhodnout.

e 7 vyroku se daji skladat dalsi vyroky koneénym poctem aplikaci logickych spojek: negace,
konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence.

logicka spojka | ¢teme zapisujeme
negace neni pravda, ze =
konjunkce a zaroven A
disjunkce nebo \%
implikace jestlize..., potom =
ekvivalence praveé tehdy, kdyz &

e Hlavnim tkolem je vyhodnocovani pravdivosti vyroku. Pfipomenme: Je-li vyrok pravdivy,
mé pravdivostni hodnotu 1. Je-li nepravdivy, mé pravdivostni hodnotu 0.
K vyhodnocovéni je tfeba zndt pravdivostni tabulku (definujici vyznam logickych spojek),
kde A, B jsou vyroky:

[A]B| A|AAB|[AVB|A=B A< B
111 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
0|1 1 0 1 1 0
010 1 0 0 1 1

e Pospojovani koneéného pocétu vyroku pomoci logickych spojek nazveme

— tautologif, pokud je vysledny vyrok vzdy pravdivy (nezdvisi na pravdivosti vyroki, které
obsahuje)
— kontradikei, pokud je vzdy nepravdivy

e Necht V(z) je vyrokova funkce definovand na M, tj. dosadime-li za x prvek z M, stava se
V(z) vyrokem.

— Cast4 tloha je najit maximalni N C M takovou, ze pro viechna = € N je vyrok V(x)
pravdivy.



— Obecny kvantifikdtor
Vyrok (Vo € M)V (z) je pravdivy, pokud pravdivostni hodnota V(a) = 1 pro kazdé
az M.

— Euxistenénd kvantifikdator
Vyrok (3z € M)V (z) je pravdivy, pokud pravdivostni hodnota V(a) = 1 aspon pro
jedno a z M.

. Urcete pravdivostni hodnotu vyroku

(1=0)A(0=1))=(1>1)A(1>0)

. Napiste nasledujici vyroky ve tvaru implikace a rozhodnéte o jejich pravdivosti

(a) “1 < 2 jen tehdy, je-li 2 > 3.7
(b) “1 < 2 tehdy, je-li 2 > 3.7

. Urcete pravdivost nasledujictho vyroku “1.8.1900 byla stfeda tehdy a jen tehdy, kdyz 2.8.1900
byl ¢étvrtek.”

. Pro dukazy se ndm hodi znédt nésledujici tautologie

(a) (A= B) & (-B = —A) (tzv. nepiimy dukaz)
(b) (V= (CA-C)) =V (tzv. dukaz sporem)

. Ovérte a pak vyuzivejte negovani konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence vyroku A, B:

’Vyrok \negace ‘
AANB | AV -B
AVB | "AAN-B
A=B | AN-B
A& B | (AN-B)V (AN B)

. Jaké podminky musi spliiovat « € R, aby vyrok

(a) (z>0)A(x>1)
(b) (z>0)A=(z>1)

byl pravdivy?

«n(n+1)
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. Pro ktera n € N je vyrok: je sudé ¢islo nebo n je liché ¢islo.” pravdivy?

. Urcete pravdivost nasledujicich vyroku v zavislosti na hodnoté z € R

(a) “Je-li L <1, pak odtud neplyne z # 1.”

(b) “Nenf pravda, 7e z2 je vétsf nez 0.”

(c) (z>0)& (22>0)

. ZapiSte pomoci kvantifikatoru nasledujici vyroky a vySetiete jejich pravdivost
(a) “Pro kazdé redlné &fslo x, kde x > 1, plati 22 — 1 > 0.”

(b) “Je-li z libovolné redlné ¢islo, pak existuje celé ¢islo n tak, ze z < n.”



10. Procvicte si negovani vyroku na ptredchozich piikladech. Uvédomte si, Zze nésledujici vyroky
jsou ekvivalentni:
“Neni pravda, ze pro kazdy prvek x mnoziny M je V(z) pravdivy vyrok.”
“Existuje prvek z mnoziny M, pro ktery je V(z) nepravdivy.”

Neboli v fe¢i matematické symboliky je pravdivy nésledujici vyrok pro libovolnou vyrokovou
funkci V(z) na M:
(Ve e M)V (z) & (Jz € M)-V(x)

11. Prectéte nésledujici vyroky zapsané pomoci kvantifikdtoria a rozhodnéte o jejich pravdivosti
- vSimnéte si, ze poradi obecného a existenéniho kvantifikatoru nelze vzdy zaménit,
aniz by se zménila pravdivost vyroku!

(a) (Vz e R)(Jy € R)(z > y)
(b) By € R)(Vz € R)(z > y)

(c) (VaeR)(VbeR)((a—i—b: )= ((a>3)vp>

)

N

12. Dokazte sporem

(a) Prvocisel je nekoneéné mnoho.

(b) Budiz a pevné zvolené redlné éislo. Necht pro kazdé € > 0 je |a| < . Potom a = 0.



