Linearni funkcional 24.11.2009

7 teorie je nutné znat pojmy: linearni funkciondl, jadro, hodnost a defekt linedrniho funkciondlu.
Také vyuzijeme 2. vétu o dimenzi.

1. Necht je definovan funkciondl (tj. zobrazen{ vektorového prostoru do télesa) ¢ : C® — C' pro

1
kazdé ¥ = | zo | € C3 nésledujicim zptisobem
T3
(a) ¢(&) = z1 + 222 + 33,
(b) ¢(7) =0,
(©) @(Z) = [z,
(d) ¢(¥) = Re(z1),
aq
(e) (T) = ai+as—az, kde (F)x = | a2 | a X je baze prostoru C? definovana nasledovné
Qg
1 1 1
x=( -1 |, [ ].| =2 ]
1 2 1

(f) o(Z) = 21 + 202 — 22 + a3 za stejnych predpokladu jako v predchozim bodé.

Zjistéte, zda o € (C?)#. V kladném piipadé najdéte hodnost h(p), defekt d(y) a bazi kerg.

Téma pisemecky na 1.12.2009

Linedrni funkciondl - teoretickd otazka.

Linearni zobrazeni 1.12.2009

7 teorie je nutné znat pojmy: linedrni zobrazeni, jadro, hodnost a defekt linedrniho zobrazeni,
matice zobrazeni. Také vyuzijeme 2. vétu o dimenzi.

T
1. Necht je definovéno linedrni zobrazeni A : C® — C? prokazdé ¥ = | x5 | € C? nasledujicim
T3
zpusobem

Mo

@ 45~ (e ay) )
(b) Af:< 229 — i3 )

1’1+£L’2+1’3

() A7 — ( Ty — 203 )

Z1

Zjistéte, zda A € L(C3,C?). V kladném piipadé najdéte hodnost h(A), defekt d(A) a bazi

ker A.
1 1
2. Necht X je baze prostoru C? a Y béze C? definovany nésledovné X = ( o, -1 |, —1
1 1
al) = (( é ) , ( 1 )) V pifpadech z piedchoziho cvigeni, kdy A € L(C3,C?), sestavte



(a) 4%
(b) &A%,
(c) *A%,
(d) ¥ AV,
1 1 0
. Nechf X je baze prostoru C® a Y béze C definovany nésledovne X = (| 0 |, [ -1 |,| -1 |)
1 1 1

a)y = (—3). Sestavte matici *¢Y funcionalu ¢ z kapitoly Linedrn{ funcional pifkladu 1.(a)
v bazich X a ).

. Necht A : P3 — Ps3 definované nésledovné (AF)(t) = Z(t+1) pro kazdé ¥ € P3 a kazdé t € C.
Ovéite, ze A € L(P3). Sestavte ¥4, kde X = (2, 72, #3)) je baze P3, v niz pro kazdé
t € C plati

V@) =t -2, 7)) =1-t+12, T®@1) = -1+t

. Necht A € L£(C3,Py) zadané obrazy bazickych vektori prostoru C* nésledovné

1 1 -1
Al 2 | =20, 4 1 | =72, 4 3 | =7®,
0 1 -1

pricemz pro kazdé t € C plati
FV () =243, 72 (t) =t, () =1+ 4t

Sestavte €3 A%2,

1 1 0 1 1
. Necht A € L(R?,R3),Y = L |],{ 2 |,{ 1 |)Jjebdze R®anechi®2AY = 2 2
1 1 -1 0
X A€ 2 -1 Sy 2
Sestavte * A%3, kde X' = 3 | 1 ) je baze R*.
—11 5
. Necht A € L(V3), —15 8 |, & = (@M, 7® #O)) je baze V5. Sestavte YA,
=7 6
! ! 2 1 —1 3 -2
 Necht A e, c?,x=([ 2 |, =1 ].[ o ),y:(< )( ))aXAyZ(
2 3 5 3
3 0 1
0
Naleznéte A | 1
2

.NechEX:(( )( ) (_§>,<_1>)jsoubézeR2,A€£(R2),B€

L(R?). Necht * AY = a necht pro kazdy vektor & € R? plati BZ = ( «—20 ),

\V]

— 1 o

kde (Z)x = ( g ) Naleznéte €2(A + 2B)*



10.

11.

Nectheﬁ(C‘*,CQ),XAgZ:(% -l 0),;(:(

_ = o
I

= o
O;HO
O;HH

Gkoly:
(a) Najdéte bazi A(C?) a uréete hodnost h(A) a defekt d(A).
(b) Najdéte bazi jddra.

, . . 1
(c) Naleznéte vSechna feseni rovnice AZ = ( 1 >

Necht A € L(C?,C?), B € L(C?,C*). Zobrazeni A je definovdno obrazy bazickych vektori

1 3 -1
2 ! 1 - -2 0 2
A =12 1,A4A = 0 | aYB? = , bdze JV a Z jsou tvaru

1 3 1 9 0 0 2
1 1 0

Ly (1) (! s\ () [ s (o

y:( 1 ) _1 ) 8 )aZ:( 4 ) 0 9 4 ) 2 )
1 3 2 5

Naleznéte £2(BA)Z.

Téma pisemecky na 8.12.2008

Linedrni zobrazeni - teoretickd otdzka.

Téma pisemecky na 15.12.2008

Matice zobrazeni - teoretickd ¢i praktickd otézka.

Pro zajimavost

1.
2.

Proé¢ 74dné zobrazeni A : C? — R? nenf line4rni?

Necht A : R? — R? je definované pro kazdé Z € R? jako AT = (Z)x, kde X = (e +
é®,eM). Najdete A({(1),(3)}), A, A7H{H1) (3D, AP Je A epi-
morfni, monomorfni?

Necht A : R? — R? je definované pro kazdé & € R? jako

Z
Az = | #@# ()

kde & = (e()+&®, &), Najdete A({(1). ()P, AU, AA(L) - (3) 1, A A(1)h)-

Je A epimorfni, monomorfni?

. Necht A je redlna matice typu 2 x 2. Definujeme zobrazeni A : R? — R? piedpisem AT := A-Z

pro kazdé ¥ € R2. Ovéite, ze A € L(R?). Zkontrolujte, Ze operatory A uréené nésledujicimi
maticemi A pusobi tak, jak je uvedeno v zavorkéch.

o A= < (1) _(1) ) (A je zrcadleni nebo osovd soumérnost podle osy x.)



Nagcrtnéte si, jak v jednotlivych piipadech
vypada vektor Azl

8

I
A/~
RS
S~

et

o A= ( ) A je zrcadleni nebo osova soumeérnost podle osy =z = y.)
-1 0 C . -
o A= 0 —1 (A je stfedova soumérnost.)
o A= cosf sinf (A je rotace o thel 8 po sméru hodinovych rucicek.)
“\ —sinf cosf J P Y ’
o A= ( (1) ) (A je prodlouzeni respektive zkraceni ve sméru x.)

o
1

o= o

e

Sami si rozmyslete, ze kazdy reguldrni operator z £(IR?) je slozenim koneéné mnoha zrcadlent
(podle & = y), prodlouzeni ¢i zkraceni ve sméru z ¢i y a zkosen{ ve sméru x & y.

) (A je zkoseni ve sméru x.)

. Necht P, Q jsou vektorové prostory nad stejnym télesem. Necht A : P — @ je izomorfismus.
Ovéite a zapamatujte si:
(a) dimP = dim@
(b) Je-li (21, 232, ™) LN soubor, pak (Az(), A7), ... AZ(™)je LN. (Na toto tvrzeni
sta¢{ A monomorfni.)

Je-li P, CC P adimP, =k, pak A(P;) CC Q (na to sta¢f linearita A) a dimA(P;) = k.
(d) Je-li (2,23, ... #™) béze P, pak (AZM, AZ?) ... AF™) je baze Q.
(e) Analogickd tvrzeni plati i pro A~L.

—
o
~

. Pro¢ funkciondl ¢ : R? — R definovany pro kazdy vektor ¥ = (3.) € R? jako

—

() = ] + 23
neni prosty, ackoliv keryp = {6}‘7

~ ~ 7’ e’ 7 ’ . . 7 7 ~ re — x]‘
. Ukazte, Ze nésledujici zobrazeni R?® do R? nejsou linedrni. Pro kazdé ¥ = (?) € R?
3

definujeme

P= ()



(c) AZ = (H)
0 a2 (=)
(e) AT = (")

() Az = (%)

8. Uvazujme vektorovy prostor §ipek (zacinajicich ve stejném bodé — poédtku) v roviné. Necht
je déana ptrimka p prochéazejici pocatkem. Rozmyslete si, ze zobrazeni, které kazdému vektoru
priradi jeho kolmou projekci na primku p, je linearni a ze jeho jadrem je pfimka g prochézejici
pocatkem a kolméa na p a jeho oborem hodnot je piimka p. Rozmyslete si analogickou ilohu
v prostoru, tj. projekci vektori na rovinu prochézejici poc¢atkem.



