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TIGR, 10. dubna 2012
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Algebraická č́ısla

Č́ıslo λ ∈ C, které je kǒrenem nějakého polynomu tvaru
xd − ad−1x

d−1 − ad−2x
d−2 − . . .− a1x − a0 (∗)

s koeficienty ak ∈ Q je algebraické č́ıslo.

Polynom minimálńıho stupně ve tvaru (∗), který má λ za kǒren, se
nazývá minimálńı polynom č́ısla λ,
jeho stupeň se nazývá stupeň č́ısla λ,
ostatńı kǒreny minimálńıho polynomu jsou č́ısla sdružená k č́ıslu λ.

Pokud všechny ak ∈ Z, pak λ se nazývá algebraické celé č́ıslo

Př́ıklad: λ = i − 1
je kǒren polynomu x4 + 4,
jeho minimálńı polynom je x2 + 2x + 2,
jeho sružený kǒren je −i − 1.
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Algebraická č́ısla
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xd − ad−1x

d−1 − ad−2x
d−2 − . . .− a1x − a0 (∗)

s koeficienty ak ∈ Q je algebraické č́ıslo.
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Pisotova č́ısla

Věta 1. (Pisot 1938, Vijayaraghavan 1941)

Necht’ λ ∈ R, λ > 1 je algebraické č́ıslo. Pak následuj́ıćı dvě vlastnosti jsou
ekvivalentńı:

1 λ je algebraické celé č́ıslo a všechna jemu sdružená č́ısla jsou v
absolutńı hodnotně menš́ı než 1;

2 Existuje x 6= 0, x ∈ R takové, že lim
n→∞

xλn = 0 mod 1, tj.

lim
n→∞

min{|xλn − k | : k ∈ Z} = 0

Otázka: Lze vynechat p̌redpoklad ”λ je algebraické č́ıslo” ?
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Př́ıklad Pisotova č́ısla

τ = 1+
√

5
2

.
= 1.618

kǒren rovnice x2 − x − 1, sdružené č́ıslo τ ′ = 1−
√

5
2

.
= −0.618

Fibonacciova č́ısla zadaná rekurenćı

F0 = 0, F1 = 1 a Fn+2 = Fn+1 + Fn

Fn =
1√
5

(
τn − (τ ′)n

)
Tedy pro x = 1√

5
máme

xτn → 0 mod 1

Co x = 1?
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τ = 1+
√
5

2

.
= 1.618
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F0 = 0, F1 = 1 a Fn+2 = Fn+1 + Fn

Fn =
1√
5

(
τn − (τ ′)n

)
Tedy pro x = 1√

5
máme
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√
5

2

.
= −0.618
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Pisotova č́ısla

Věta 2. (Pisot 1938, Vijayaraghavan 1941)

Necht’ λ je Pisotovo č́ıslo s minimálńım polynomem p(x) stupně d .
Označme Xλ = {x : xλn → 0 mod 1}. Pak x ∈ Xλ právě tehdy, když

x =
1

λkp′(λ)

(
c0 + c1λ+ . . .+ cd−1λ

d−1
)

pro nějaká k , c0, c1, . . . , cd−1 ∈ Z.

Př́ıklad: Zlatý řez τ má
p(x) = x2 − x − 1, p′(x) = 2x − 1 a p′(τ) =

√
5.

1√
5

=
1

τ0p′(τ)

(
1 + 0.τ

)
∈ Xτ a 1 =

1

τ0p′(τ)

(
−1 + 2.τ

)
∈ Xτ
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Kwapisz̊uv důkaz

Věta 1. (Pisot 1938, Vijayaraghavan 1941)

Necht’ λ ∈ R, λ > 1 je algebraické č́ıslo. Pak následuj́ıćı dvě vlastnosti jsou
ekvivalentńı:

1 λ je algebraické celé č́ıslo a všechna jemu sdružená č́ısla jsou v
absolutńı hodnotně menš́ı než 1;

2 Existuje x 6= 0, x ∈ R takové, že lim
n→∞

xλn = 0 mod 1, tj.

lim
n→∞

min{|xλn − k| : k ∈ Z} = 0

Implikace 1 =⇒ 2 jednoduchá, p̌res rekurentńı posloupnosti.
Implikace 2 =⇒ 1 zaj́ımavěǰśı.
Jaroslaw Kwapisz: A dynamical proof of Pisot’s Theorem, Canad. Math.
Bull, 49 (1), 2006, pp.108–112.
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Minimálńı polynom

Vlastnosti minimálńıho polynomu
xd − ad−1x

d−1 − ad−2x
d−2 − . . .− a1x − a0

je ireducibilńı nad Q
má všechny kǒrený r̊uzné

je charakteristickým polynomem matice společnice

A =



ad−1 ad−2 . . . a2 a1 a0
1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
...

...
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 1 0


,

a tedy A je diagonalizovatelná v Cd .
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xd − ad−1x

d−1 − ad−2x
d−2 − . . .− a1x − a0

je ireducibilńı nad Q
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Matice s reálnými prvky

Necht’ A ∈ Cd×d a ω1, . . . , ωn jsou nějaké jej́ı vlastńı vektory. Pak
P := lin[ω1, . . . , ωn] je invariantńı podprostor matice A, tj. AP ⊂ P.

Necht’ A ∈ Rd×d je diagonalizovatelná. Označme
Ps := lineárńı obal vlastńıch vektor̊u k vlastńım č́ısl̊um |µ| < 1
Pu := lineárńı obal vlastńıch vektor̊u k vlastńım č́ısl̊um |µ| = 1
Pb := lineárńı obal vlastńıch vektor̊u k vlastńım č́ısl̊um |µ| > 1
Pak

Cn = Ps ⊕ Pu ⊕ Pb

a také
Rn = Es ⊕ Eu ⊕ Eb,

kde

Es = Ps ∩ Rd , Eu = Pu ∩ Rd ,Eb = Pb ∩ Rd
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Necht’ A ∈ Cd×d a ω1, . . . , ωn jsou nějaké jej́ı vlastńı vektory. Pak
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Matice s racionálńımi prvky

Lemma 0.

Necht’ A ∈ Qd×d . Pak matice A má NEtriviálńı invariantńı podprostor
P ⊂ Qd právě tehdy, když charakteristický polynom matice A je
ireducibilńı nad Q.
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Kwapiszova lemmata

Lemma 1.

Necht’ A ∈ Qd×d má ireducibilńı charakterisitcký polynom a necht’ existuj́ı
vektory v0 ∈ Rd \ Es a k0 ∈ Zd \ {0} takové, že (Anv0)>k0 7→ 0 mod 1.
Pak vlastńı č́ısla matice A jsou algebraická celá.

Lemma 2.

Necht’ A ∈ Zd×d má ireducibilńı charakterisitcký polynom a necht’ existuj́ı
vektory v0 ∈ Rd \ Es a k0 ∈ Zd \ {0} takové, že (Anv0)>k0 7→ 0 mod 1.
Pak v0 ∈ Qd + Es .
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Důkaz implikace 2 =⇒ 1

Předpoklady:
λ > 1 je algebraické č́ıslo,
A matice společnice minimálńıho polynomu č́ısla λ
ω vlastńı vektor matice A k λ
xλn 7→ 0 mod 1 pro nějaké x 6= 0.

Claim: Zvolme k0 ∈ Zd \ {0}. Pak ω>k0 6= 0.

Dk. Množina V := {k ∈ Qd : ω>k = 0} je uzav̌rena na racionálńı
kombinace, tj. je to racionálńı podprostor prostoru Qd .
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Dk. Množina V := {k ∈ Qd : ω>k = 0} je uzav̌rena na racionálńı
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Claim: Zvolme k0 ∈ Zd \ {0}. Pak ω>k0 6= 0.

BÚNO: vezmeme takový násobek ω, že ω>k0 = x . Pak

xλn = λnω>k0 = (Anω)>k0 7→ 0 mod 1

Protože ω ∈ Rd \ Es , podle Lemmat 1 a 2 plat́ı, že

λ je algebraické celé

ω ∈ Qd + Es , tj. ω = q0 + ε, kde ε ∈ Es a q0 ∈ Qd .
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Důkaz implikace 2 =⇒ 1
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ω vlastńı vektor matice A k λ
xλn 7→ 0 mod 1 pro nějaké x 6= 0.
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závěr důkazu

ω = q0 + ε, kde ε ∈ Es a q0 ∈ Qd

Položme
P =

(
lin[ω] + Es

)
∩Qd

Zřejmě
AP ⊂ P a 0 6= q0 ∈ P ⊂ Qd

Ireducibilita A implikuje triviálnost P.

dimP = d , a tedy dimEs = d − 1
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Komplexńı Pisotova č́ısla

Věta

Necht’ λ ∈ C \ R, |λ| > 1 je algebraické č́ıslo. Pak následuj́ıćı dvě
vlastnosti jsou ekvivalentńı:

1 λ je algebraické celé č́ıslo a všechna jemu sdružená č́ısla s výjimkou λ
jsou v absolutńı hodnotně menš́ı než 1;

2 lim
n→∞

2Re(λn) = 0 mod 1.
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Důkaz implikace 2 =⇒ 1 pro komplexńı Pisot

Předpoklady:
|λ| > 1 je algebraické č́ıslo,
A matice společnice minimálńıho polynomu č́ısla λ
ω vlastńı vektor matice A k λ,
ω vlastńı vektor matice A k λ
2Reλn 7→ 0 mod 1

Claim: Zvolme k0 ∈ Zd \ {0}. Pak ω>k0 6= 0.

Dk. Množina V := {k ∈ Qd : ω>k = 0} je uzav̌rena na racionálńı
kombinace, tj. je to racionálńı podprostor prostoru Qd .
Nav́ıc
ω>k = 0 ⇒ λω>k = 0 ⇒ (Aω)>k = 0 ⇒ ω>(A>k) = 0. Tedy
M je racionálńı podprostor invariantńı v̊uči A>. Matice A> má ireducibilńı
charakteristický polynom, proto je V triviálńı podprostor. Jelikož
dimV < d , je nutně dimV = 0, a tedy k0 /∈ V .
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Dk. Množina V := {k ∈ Qd : ω>k = 0} je uzav̌rena na racionálńı
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Předpoklady:
λ > 1 je algebraické č́ıslo,
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ω vlastńı vektor matice A k λ,
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BÚNO: vezmeme takový násobek ω, že ω>k0 = 1. Pak

λn = λnω>k0 = (Anω)>k0

2Re(λn) = λn+λn = (Anω)>k0+(Anω)>k0 =
(
An(ω+ω)

)>
k0 7→ 0 mod 1

Protože ω + ω ∈ Rd \ Es , podle Lemmat 1 a 2 plat́ı, že

λ je algebraické celé

ω + ω ∈ Qd + Es , tj. ω + ω = q0 + ε, kde ε ∈ Es a q0 ∈ Qd .
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ω vlastńı vektor matice A k λ,
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ω + ω ∈ Qd + Es , tj. ω + ω = q0 + ε, kde ε ∈ Es a q0 ∈ Qd .
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ω vlastńı vektor matice A k λ,
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závěr důkazu pro komplexńı Pisot

ω + ω = q0 + ε, kde ε ∈ Es a q0 ∈ Qd

Položme
P =

(
lin[ω + ω, i(ω − ω)] + Es

)
∩Qd

Zřejmě
AP ⊂ P a 0 6= q0 ∈ P ⊂ Qd

Ireducibilita A implikuje triviálnost P.

dimP = d , a tedy dimEs = d − 2
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Př́ıklad

β = i − 1 má minimálńı polynom x2 + 2x + 2
βn ∈ Z[i ] = {a + ib : a, b ∈ Z}
Plat́ı:

2Re(βn) ∈ Z

a 2Im(βn) ∈ Z

Obecně: lze zaměnit 2Im(λn) 7→ 0 mod 1 ?
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D́ıky za pozornost
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