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Pohst̊uv problém

M. Pohst (TU Berlin) :
Je možné zapsat libovolné prvoč́ıslo p ve tvaru p = 2u ± 3v ,
u, v ∈ N0?

2 =

20 + 30

3 = 21 + 30

5 = 21 + 31

7 = 22 + 31

11 = 21 + 32

13 = 22 + 32 = 28 − 35

17 = 23 + 32 = 24 + 32

19 = 24 + 31

23 = 25 − 32

...
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Je možné zapsat libovolné prvoč́ıslo p ve tvaru p = 2u ± 3v ,
u, v ∈ N0?

2 = 20 + 30

3 = 21 + 30

5 = 21 + 31

7 = 22 + 31

11 = 21 + 32

13 = 22 + 32

= 28 − 35

17 = 23 + 32 = 24 + 32

19 = 24 + 31

23 = 25 − 32

...



Pohst̊uv problém

M. Pohst (TU Berlin) :
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Značeńı

K algebraicky uzav̌rené těleso charakteristiky 0 (má prvotěleso Q)

Γ multiplikativńı podgrupa K ∗ konečného ranku r

Př́ıklady:

Γ = {±1}, Γ = {±τk | k ∈ Z}, Γ = {2k | k ∈ Z},

S neprázdná konečná množina prvoč́ısel,

ZS = {m ∈ Z | p prvoč́ıslo, p|m⇒ p ∈ S} ,

Γ = US =
{p

q

∣∣∣ p, q ∈ Z \ 0, p ⊥ q, pq ∈ ZS

}
.

t ∈ N, A neprázdná konečná podmnožina K t

Ht(Γ,A) =
{ t∑

i=1

aixi
∣∣ (a1, . . . , at) ∈ A, (x1, . . . , xt) ∈ Γt

}
.
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Věta prvńı

K algebraicky uzav̌rené těleso charakteristiky 0
Γ multiplikativńı podgrupa K ∗ konečného ranku r
t ∈ N, A podmnožina K t o n prvćıch

Ht(Γ,A) =
{ t∑

i=1

aixi
∣∣ (a1, . . . , at) ∈ A, (x1, . . . , xt) ∈ Γt

}
.

Věta (Hajdu 2006)

Pro každé r , t, n existuje C (r , t, n) tak, že pro každou podgrupu Γ
ranku r a každou n-prvkovou abecedu A délka každé nekonstantńı
aritmetické posloupnosti v Ht(Γ,A) je omezena konstantou
C (r , t, n).
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Prvńı poznámka k prvńı větě

Závislost konstanty C (r , t, n) na r , t, n nelze vynechat:

Př́ıklad 1:
t pevné, Γ = {−1, 1}, A = {(1, . . . , 1)},

Ht(Γ,A) =
{ t∑

i=1

xi

∣∣∣ xi ∈ {−1, 1}
}

obsahuje aritmetickou posloupnost délky t + 1:

−t = (−1) + (−1) + · · ·+ (−1) + (−1)

−t + 2 = 1 + (−1) + · · ·+ (−1) + (−1)

...

t − 2 = 1 + 1 + · · ·+ 1 + (−1)

t = 1 + 1 + · · ·+ 1 + 1
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Prvńı poznámka k prvńı větě

Závislost konstanty C (r , t, n) na r , t, n nelze vynechat:

Př́ıklad 2:

t = 1, Γ = {1}, A = {1, 2, . . . , n},

H1(Γ,A) =
{ 1∑

i=1

ai

∣∣∣ ai ∈ A
}

= A

obsahuje aritmetickou posloupnost 1, 2, . . . , n délky n.



Prvńı poznámka k prvńı větě

Závislost konstanty C (r , t, n) na r , t, n nelze vynechat:

Př́ıklad 3:

t = 1, A = {1},
pro pevné k ∈ N, k ≥ 2, vezmi S = {p | p je prvoč́ıslo, p|k!}
Γ = US , rank Γ je r = |S |+ 1 = π(k) + 1.

H1(Γ,A) =
{ 1∑

i=1

xi

∣∣∣ xi ∈ US

}
= US

obsahuje aritm. posloupnost 1, 2, . . . , k délky k (závislost na r).



Druhá poznámka k prvńı větě

Počet aritmetických posloupnost́ı v Ht(Γ,S) neńı omezený:

Př́ıklad 1:

t = 1, Γ = US pro S = {2}, A = {0, 1},

H1(Γ,A) = {ax | a ∈ {0, 1}, x ∈ ΓS} = US ∪ {0}

obsahuje aritmetickou posloupnost 0, 2u, 2u+1 pro každé u ∈ N0.

Př́ıklad 2:

t = 2, A′ = {(0, 1), (1, 1)},

1, 2u + 1, 2u+1 + 1 , u ∈ N0 ,

je aritmetická posloupnost v H2(Γ,A′).
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Druhá poznámka k prvńı větě

Počet aritmetických posloupnost́ı v Ht(Γ,S) neńı omezený:

Obecně:
Když q1, . . . , ql je aritmetická posloupnost v Ht(Γ,A),

pak q1 + x , . . . , ql + x je pro každé x ∈ Γ aritmetická

posloupnost v Ht+1(Γ,A′) pro vhodnou A′.

Obecně může Ht(Γ,A) obsahovat nekonečně mnoho aritmetických
posloupnost́ı.
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Věta druhá

Věta (Green and Tao 2004)

Existuj́ı libovolně dlouhé aritmetické posloupnosti prvoč́ısel.

Pro zaj́ımavost:

Věta (Tao and Ziegler 2006)

Pro libovolné k ∈ N a polynomy P1, . . . ,Pk ∈ Z[x ], Pi (0) = 0,
existuje nekonečně mnoho a,m ∈ Z tak, že

a + P1(m), . . . , a + Pk(m)

jsou prvoč́ısla.

Dává Greenovu–Taovu větu pro
P1(m) = m, P2(m) = 2m, . . . , Pk(m) = km.
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existuje nekonečně mnoho a,m ∈ Z tak, že

a + P1(m), . . . , a + Pk(m)

jsou prvoč́ısla.
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Věta druhá

Věta (Green and Tao 2004)

Existuj́ı libovolně dlouhé aritmetické posloupnosti prvoč́ısel.

Pro zaj́ımavost:

Nejdeľśı známá aritmetická posloupnost prvoč́ısel - délky 26

43 142 746 595 714 191 + 23 681 770 · 223 092 870 j ,

pro j = 0,. . . 25. Pozn.

223 092 870 = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 · 19 · 23 .

(Projekt PrimeGrid - Perichaud 2010)



Věta ťret́ı

Věta (Hajdu 2006)

Pro každé S = {p1, . . . , ps}, t ∈ N a A ⊂ Zt existuje nekonečně
mnoho prvoč́ısel mimo množinu

Ht(ZS ,A) :=
{ t∑

i=1

ai si

∣∣∣ (a1, . . . , at) ∈ A, (s1, . . . , st) ∈ Zt
S

}
.

Důkaz

t ∈ N, ZS ⊂ Γ = US , rank Γ je r = |S |+ 1, A ⊂ Zt , |A| = n.

Z Greenovy-Taovy věty existuje nekonečně mnoho po dvou
disjunktńıch aritmetických posloupnost́ı délky C (r , t, n) + 1.

Podle věty prvńı v každé z nich muśı být alespoň jedno prvoč́ıslo
mimo Ht(US ,A) ⊃ Ht(ZS ,A).



Věta ťret́ı
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mnoho prvoč́ısel mimo množinu
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Věta (Hajdu 2006)

Pro každé S = {p1, . . . , ps}, t ∈ N a A ⊂ Zt existuje nekonečně
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t ∈ N, ZS ⊂ Γ = US , rank Γ je r = |S |+ 1, A ⊂ Zt , |A| = n.

Z Greenovy-Taovy věty existuje nekonečně mnoho po dvou
disjunktńıch aritmetických posloupnost́ı délky C (r , t, n) + 1.

Podle věty prvńı v každé z nich muśı být alespoň jedno prvoč́ıslo
mimo Ht(US ,A) ⊃ Ht(ZS ,A).



Věta ťret́ı

Věta (Hajdu 2006)

Pro každé S = {p1, . . . , pr}, t ∈ N a A ⊂ Zt existuje nekonečně
mnoho prvoč́ısel mimo množinu

Ht(ZS ,A) :=
{ t∑

i=1

ai si

∣∣∣ (a1, . . . , at) ∈ A, (s1, . . . , st) ∈ Zt
S

}
.

Pozn.

Mersennova prvoč́ısla tvaru 2u − 1, u ∈ N, paťŕı do H2(ZS ,A).

Vě̌ŕı se, že těch je nekonečně mnoho.

Obecně tedy asi nelze vylepšit na |Ht(ZS ,A)| < +∞.
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Řešeńı Pohstova problému

Věta (Hajdu 2006)

Pro každé S = {p1, . . . , pr}, t ∈ N a A ⊂ Zt existuje nekonečně
mnoho prvoč́ısel mimo množinu

Ht(ZS ,A) :=
{ t∑

i=1

ai si

∣∣∣ (a1, . . . , at) ∈ A, (s1, . . . , st) ∈ Zt
S

}
.

Vezmi S = {2, 3}, t = 2, A = {(1, 1)}. Pak

H2(ZS ,A) = {±2i3j±2k3l | i , j , k , l ∈ N0} ⊃ {2u±3v | u, v ∈ N0} .



Řešeńı Pohstova problému

M. Pohst (TU Berlin) :
Je možné zapsat libovolné prvoč́ıslo p ve tvaru p = 2u ± 3v ,
u, v ∈ N0? NE!

2 = 20 + 30

3 = 21 + 30

5 = 21 + 31

7 = 22 + 31

11 = 21 + 32

13 = 22 + 32

17 = 23 + 32

19 = 24 + 31

23 = 25 − 32

29 = 21 + 33

31 = 22 + 33

37 = 26 − 33

41 = 25 + 32

43 = 24 + 33

47 = 27 − 34

53 = ?

Nejmenš́ı prvoč́ıslo, které nelze takto zapsat je 53.
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Děkuji za pozornost.


