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Gaussova celd &isla

MnoZina Z[i] := {a+ ib| a, b, € Z} - tzv. okruh Gaussovych celych &isel.

Véta (Penney, 1964)

Necht 3 =i — 1. Kazdé z € Z][i] Ize jednozna&né zapsat ve tvaru

n
z=) aff, kde a e A={0,1}.
k=0

Zapisujeme z = apap—_1...a1dp®

B=i—-1, B2==2i, B3=2+42, p*=—-4,...
/3 je koten rovnice x? +2x +2 = 0, tedy N(B) = 36 = 2, tedy |3| = V2.
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Diikaz

Jednoznaénost rozvoje:

(©Edita Pelantova (FJFI) Pozi&ni reprezentace okruhu Gaussovych celyc 7. 12. 2010



Jednoznaénost rozvoje:
ShooakB = o bk = Yiolak —bi)fk =0 =

0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

(©Edita Pelantova (FJFI)

Pozi&ni reprezentace okruhu Gaussovych celyc

7. 12. 2010



Jednoznaénost rozvoje:

YhoakB* = Yo bk = Yi_olak —b)Bk =0 =
0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje:
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Jednoznaénost rozvoje:

YhoakB* = Yo bk = Yi_olak —b)Bk =0 =
0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje: Ozna¢me S={>r_oaB"|ax € {0,1}}.
UkaZeme, Ze
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Jednoznaénost rozvoje:

YhoakB* = Yo bk = Yi_olak —b)Bk =0 =
0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje: Ozna¢me S={>r_oaB"|ax € {0,1}}.
UkdZzeme, ze A) 1,i,—1,—i €S
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Jednoznaénost rozvoje:

ShooakB = o bk = Yiolak —bi)fk =0 =

0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje: Ozna¢me S={>r_oaB"|ax € {0,1}}.

UkdZzeme, ze A) 1,i,—1,—i €S B) S je uzavfena na operaci +.
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Jednoznaénost rozvoje:

ShooakB = o bk = Yiolak —bi)fk =0 =

0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje: Ozna¢me S={>r_oaB"|ax € {0,1}}.
UkdZzeme, ze A) 1,i,—1,—i €S B) S je uzavfena na operaci +.
To uZ implikuje S = Z[i]
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Jednoznaénost rozvoje:

ShooakB = o bk = Yiolak —bi)fk =0 =

0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje: Ozna¢me S={>r_oaB"|ax € {0,1}}.
UkdZzeme, ze A) 1,i,—1,—i €S B) S je uzavfena na operaci +.
To uZ implikuje S = Z[i]

1+1=2=3*+3> = 2=1100e
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Jednoznaénost rozvoje:

Sho kB =20 o bk = Y o(ak —b)B =0 =

0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje: Ozna¢me S={>r_oaB"|ax € {0,1}}.
UkdZzeme, ze A) 1,i,—1,—i €S B) S je uzavfena na operaci +.

To uz implikuje S = Z][i]

141=2=03+p3%2 = 2=1100e

To jest: soutet z + (3 Ize upravit pomoci pravidla 2 — 1100, bez zvyZeni
souttu cifer. Toto pravidlo lze aplikovat tak dlouho, aZ se zastavime

Pyiklad:
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Jednoznaénost rozvoje:

Sho kB =20 o bk = Y o(ak —b)B =0 =

0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje: Ozna¢me S={>r_oaB"|ax € {0,1}}.
UkdZzeme, ze A) 1,i,—1,—i €S B) S je uzavfena na operaci +.

To uz implikuje S = Z][i]

141=2=03+p3%2 = 2=1100e

To jest: soutet z + (3 Ize upravit pomoci pravidla 2 — 1100, bez zvyZeni
souttu cifer. Toto pravidlo lze aplikovat tak dlouho, aZ se zastavime

Pyiklad:
3 =1101e
4 =1101e+1e=...=111010000e

(©Edita Pelantova (FJFI) Pozi¢ni reprezentace okruhu Gaussovych celyc 7. 12. 2010 3/12
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Jednoznaénost rozvoje:

Sho kB =20 o bk = Y o(ak —b)B =0 =

0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje: Ozna¢me S={>r_oaB"|ax € {0,1}}.
UkdZzeme, ze A) 1,i,—1,—i €S B) S je uzavfena na operaci +.

To uz implikuje S = Z][i]

141=2=03+p3%2 = 2=1100e

To jest: soutet z + (3 Ize upravit pomoci pravidla 2 — 1100, bez zvyZeni
souttu cifer. Toto pravidlo lze aplikovat tak dlouho, aZ se zastavime

Pyiklad:

3=1101e

4=1101e+1e=...= 111010000
% =11101e = —1
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Jednoznaénost rozvoje:

Sho kB =20 o bk = Y o(ak —b)B =0 =

0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje: Ozna¢me S={>r_oaB"|ax € {0,1}}.
UkdZzeme, ze A) 1,i,—1,—i €S B) S je uzavfena na operaci +.

To uz implikuje S = Z][i]

141=2=03+p3%2 = 2=1100e

To jest: soutet z + (3 Ize upravit pomoci pravidla 2 — 1100, bez zvyZeni
souttu cifer. Toto pravidlo lze aplikovat tak dlouho, aZ se zastavime

Pyiklad:

3=1101e

4=1101e+1e=...= 111010000
% =11101e = —1

i=pf+1 = i=1le a
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Jednoznaénost rozvoje:

Sho kB =20 o bk = Y o(ak —b)B =0 =

0 je kofen polynomu s absolutnim ¢lenem =1 — spor

Existence rozvoje: Ozna¢me S={>r_oaB"|ax € {0,1}}.
UkdZzeme, ze A) 1,i,—1,—i €S B) S je uzavfena na operaci +.

To uz implikuje S = Z][i]

141=2=03+p3%2 = 2=1100e

To jest: soutet z + (3 Ize upravit pomoci pravidla 2 — 1100, bez zvyZeni
souttu cifer. Toto pravidlo lze aplikovat tak dlouho, aZ se zastavime

P¥iklad:

3=1101e

4=1101e+1le = ... =111010000e

4r = 11101e = —1

i=f+1 =i=1le a —i=p32+p+1 = —i=1lle
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15— {kz::O aB+25 | a € {0,1}} = 5U<%+5) pricems 5 = =5~
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Fin(3)
55 = {éo a+25 | ak € {0.1}) = SU(3+S)  plitemz § = =3

#5:5u<%+5)u(§+5)u(%+%+5) kde h=4a b+5 =3
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55 ={X '+ e {0.1}} = Su(3+s)  plicemz § = =3

2
35 =50(3+S)u(F+S)U(3+%+S) kde =1 at+h=-1
Fin(8) = | J %S Jehustd v C.
neN
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Fin(3)

15= {Z a5 | a € {0,1}}) = Su<1+5) pricemz § = =1-i

@S:SLJ(B—FS) ( +5> ( +62+S) kde 7 =4%a 5+3 =3

Fin(8) = | J %S Jehustd v C.

neN

Véta

Kazdé z € C Ize napsat (ne nutn& jednoznatn&) ve tvaru

<
.

n

z= > ap, kde a €{0,1}.

k=—00
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Fin(3)

15 {Z ak Bk 4+ | ax € {0, 1}} SU<1+S) p¥itemz % = %
ss=su(3es)0 ( +5)U(F+3+S) kde h=4a j4dk=-1
Fin(8) = | J %S Jehustd v C.

neN |

Kazdé z € C Ize napsat (ne nutn& jednoznatn&) ve tvaru

n

z= > ap, kde a €{0,1}.

k=—00

Nap¥. 1 e (1101 0000)“ = 0 e (0000 1101)* =
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Snadny diikaz?

Véta (Thurston 1989)

Necht (3 je komplexni &islo, |3] > 1 a necht A C C je kone&nd mnoZina.

Kdy? existuje omezené okoli V' bodu nula takové, Ze BV C V + A, pak
kazdé z € C lze zapsat ve tvaru

n

zZ= Z a8k, kde ap € A.

k=—00

Dk. Sta&i ukazat pro kazdé z € V.
fz=a;+r,kdeasc dancV — z:%
Bn=a+mn kideaxcdancV — z:%

z=%4+2+5+. +%+ %

Omezenost V implikuje konvergenCL
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Co vzit za nase okoli V 7

B=i-1 A={0,1}

BV CVU(V+1)
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Co vzit za nase okoli V 7

B=i-1 A={0,1}

BV CVU(V+1)
Kdyby V méfFitelna, pak p(58V) =2u(V)
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Co vzit za nase okoli V 7

B=i-1 A={0,1}

BV CVU(V+1)

Kdyby V méfFitelna, pak p(58V) =2u(V)
= pBV=VU(V+1) a vnittky V a V + 1 disjunktni.
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Co vzit za nase okoli V 7

B=i-1 A={0,1}

BV CVU(V+1)
Kdyby V méfFitelna, pak p(58V) =2u(V)

= pBV=VU(V+1) a vnittky V a V + 1 disjunktni.

Hleddme V pevy bod zobrazeni F(X) = %X U %(X +1).
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Co vzit za nase okoli V 7

B=i-1 A={0,1}

BV CVU(V+1)

Kdyby V méfFitelna, pak p(58V) =2u(V)
= pBV=VU(V+1) a vnittky V a V + 1 disjunktni.

Hleddme V pevy bod zobrazeni F(X) = %X U %(X +1).

Véta (Hutchinson, 1981)

Necht fi, f, ..., f; jsou kontraktivni zobrazeni v RY. Pak existuje jedina
neprazdna kompaktni mnozina X C RY takova, ze

X = A(X)UKKX)U...Uf(X)
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V.= {0 ®3_14 23 -3... \a_k S {0, 1}}
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V.= {0 ®3_14 23 -3... \a_k S {0, 1}}

BV = {3710372373...|a_k € {0,1}} =VU(V+1)
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V.= {0 ®3_14 23 -3... \a_k S {0, 1}}

BV = {3710372373...|a_k € {0,1}} =VU(V+1)

Ukazat obrazek!!!
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V.= {0 ®3_14 23 -3... \a_k S {0, 1}}

BV = {3710372373...|a_k € {0,1}} =VU(V+1)

Ukazat obrazek!!!

V +Z[i] je periodické dlazd&ni roviny
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& naivni postup hledani rozvoje v ZJi]

R = Z][i] je okruh, =i —1 € R, mnoZina SR je idedl v R.
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& naivni postup hledani rozvoje v ZJi]

R = Z][i] je okruh, =i —1 € R, mnoZina SR je idedl v R.
Kongruence definovana

x=y mod <= x—ye€fR

m3a dvé zbytkové tFidy s reprezentanty 0 a 1,
ozna¢ mnoZinu reprezentanti A.
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& naivni postup hledani rozvoje v ZJi]

R = Z][i] je okruh, =i —1 € R, mnoZina SR je idedl v R.
Kongruence definovana

x=y mod <= x—ye€fR

m3a dvé zbytkové tFidy s reprezentanty 0 a 1,
ozna¢ mnoZinu reprezentanti A.

Algoritmus pro hledani rozvoje

N, |
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Mén& naivni postup hledani rozvoje v ZJi]

R = Z][i] je okruh, =i —1 € R, mnoZina SR je idedl v R.
Kongruence definovana

x=y mod <= x—ye€fR

m3a dvé zbytkové tFidy s reprezentanty 0 a 1,
ozna¢ mnoZinu reprezentanti A.

Algoritmus pro hledani rozvoje

Dané z € R

20 =2

pokud zx # 0 délej
ak:=zx mod Be A
Zyy1 = %(zk —ak)€ER
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Které baze 3 jsou vhodné
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Které baze 3 jsou vhodné

@ R - obor integrity s normou N.

o N: R — Rt, takova Ze
1. N(a+ b) < N(a) + N(b)
2. N(a.b) = N(a).N(b)
3.N(a)=0<a=0

@ pro kazdé k je {r € R|N(r) < k} je kone&nd

7. 12. 2010
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Které baze [ jsou vhodné

@ R - obor integrity s normou N.

o N: R — Rt, takova Ze
1. N(a+ b) < N(a) + N(b)
2. N(a.b) = N(a).N(b)
3.N(a)=0<a=0

@ pro kazdé k je {r € R|N(r) < k} je kone&n3

Véta (Nielsen a Kornerup, 1999)

Necht A C R je mnoZina cifer tvofena reprezentanty viech zbytkovych t¥id
mod (3. Pak kaZdy prvek okruhu R lze reprezentovat v bazi § s ciframi z A
pravé tehdy, kdyz takto lze reprezentovat kazdé r € R s normou

N(r) < NE()ﬁM)ail' kde Dpax = max{N(a)|a € A}.
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Které baze 3 jsou vhodné
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Které baze 3 jsou vhodné

pro abecedu A = {0,1}?
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Které baze 3 jsou vhodné

pro abecedu A = {0,1}?
Nutnd podminka: mod 3 ma dvé& zbytkové tFidy.
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Které baze 3 jsou vhodné

pro abecedu A = {0,1}?
Nutnd podminka: mod 3 ma dvé& zbytkové tFidy.

Necht 5 € Z][i]. Potet zbytkovych tfid mod 3 je roven N([3).
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Které baze [ jsou vhodné

pro abecedu A = {0,1}?
Nutnd podminka: mod 3 ma dvé& zbytkové tFidy.

Necht 5 € Z][i]. Potet zbytkovych tfid mod 3 je roven N([3). l

NpB)=2 = p[=+x14i =
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Které baze [ jsou vhodné

pro abecedu A = {0,1}?
Nutnd podminka: mod 3 ma dvé& zbytkové tFidy.

Necht 5 € Z][i]. Potet zbytkovych tfid mod 3 je roven N([3). l

N(f)=2 = pf=41+i = 0,1 reprezentanti riiznych t¥id
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Které baze [ jsou vhodné

pro abecedu A = {0,1}?
Nutnd podminka: mod 3 ma dvé& zbytkové tFidy.

Necht 5 € Z][i]. Potet zbytkovych tfid mod 3 je roven N([3). l

N(f)=2 = pf=41+i = 0,1 reprezentanti riiznych t¥id
bdze 8 = —i — 1 je vhodna
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Které baze [ jsou vhodné

pro abecedu A = {0,1}?
Nutnd podminka: mod 3 ma dvé& zbytkové tFidy.

Necht 5 € Z][i]. Potet zbytkovych tfid mod 3 je roven N([3). l

N(f)=2 = pf=41+i = 0,1 reprezentanti riiznych t¥id
bdze 8 = —i — 1 je vhodna
bize 3 = i + 1 neni vhodna
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Které baze [ jsou vhodné

pro abecedu A = {0,1}?
Nutnd podminka: mod 3 ma dvé& zbytkové tFidy.

Necht 5 € Z][i]. Potet zbytkovych tfid mod 3 je roven N([3). l

N(f)=2 = pf=41+i = 0,1 reprezentanti riiznych t¥id
bdze 8 = —i — 1 je vhodna
baze f =i+ 1 neni vhodnd davod: /= (i+1)i+ 1.
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Které baze [ jsou vhodné

pro abecedu A = {0,1}?
Nutnd podminka: mod 3 ma dvé& zbytkové tFidy.

Necht 5 € Z][i]. Potet zbytkovych tfid mod 3 je roven N([3). \

N(B)=2 = pf=+41+i = 0,1 reprezentanti riiznych t¥id
baze 6 = —i — 1 je vhodna
baze f =i+ 1 neni vhodnd davod: /= (i+1)i+ 1.

Véta (Katai, Szabd, 1975)

Necht 3 € Z[i] a A ={0,1,...,N(B) — 1}. Kazdé z € Z][i] Ize
reprezentovat v bazi s ciframi z abecedy A pravé tehdy, kdyZ g je tvaru
—n=xi, kdeneN,n>1.
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Nelze zvolit lepsi abecedu?
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Nelze zvolit lepsi abecedu?

Véta (Lagarias, 1996)

Necht 3 € Z[i] a A= {-N(B) +1,...,-1,0,1,..., N(3) — 1}. Kazdé
z € Z[i] |ze reprezentovat v bazi (3 s ciframi z abecedy A.
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Nelze zvolit lepsi abecedu?

Véta (Lagarias, 1996)

Necht 3 € Z[i] a A= {-N(B) +1,...,-1,0,1,..., N(3) — 1}. Kazdé
z € Z[i] |ze reprezentovat v bazi (3 s ciframi z abecedy A.

Véta (Milena, 2010)

Necht 3 € Z][i]. Pak existuje takové a € N, Ze v abecedg&
A={-a,—a+1,...,-1,0,1,...,a— 1} lze s¢itani v okruhu Z[i]
provadét paralené.
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Dékuji za pozornost
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