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Tiǧŕı seminá̌r
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Gaussova celá č́ısla

Množina Z[i ] := {a + ib | a, b,∈ Z} - tzv. okruh Gaussových celých č́ısel.

Věta (Penney, 1964)

Necht’ β = i − 1. Každé z ∈ Z[i ] lze jednoznačně zapsat ve tvaru

z =
n∑

k=0

akβ
k , kde ak ∈ A = {0, 1} .

Zapisujeme z = anan−1 . . . a1a0•

β = i − 1, β2 = −2i , β3 = 2 + 2i , β4 = −4, . . .

β je kǒren rovnice x2 + 2x + 2 = 0, tedy N(β) = ββ = 2, tedy |β| =
√

2.
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Důkaz

Jednoznačnost rozvoje:

∑n
k=0 akβ

k =
∑n

k=0 bkβ
k =⇒

∑n
k=0(ak − bk)βk = 0 =⇒

β je kǒren polynomu s absolutńım členem± 1 − spor

Existence rozvoje: Označme S =
{∑n

k=0 akβ
k | ak ∈ {0, 1}

}
.

Ukážeme, že A) 1, i ,−1,−i ∈ S B) S je uzav̌rena na operaci +.

To už implikuje S = Z[i ]
1 + 1 = 2 = β3 + β2 =⇒ 2 = 1100•
To jest: součet z + βi lze upravit pomoci pravidla 2→ 1100, bez zvýšeńı
součtu cifer. Toto pravidlo lze aplikovat tak dlouho, až se zastav́ıme

Př́ıklad:
3 = 1101•
4 = 1101 •+1• = . . . = 111010000•
4
β4 = 11101• = −1

i = β + 1 =⇒ i = 11• a −i = β2 + β + 1 =⇒ −i = 111•
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součtu cifer. Toto pravidlo lze aplikovat tak dlouho, až se zastav́ıme
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Existence rozvoje: Označme S =
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Důkaz
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Fin(β)

1
βS =

{ n∑
k=0

akβ
k+a−1

β | ak ∈ {0, 1}
}

= S∪
(

1
β+S

)
p̌ričemž 1

β = −1−i
2

1
β2 S = S∪

(
1
β +S

)
∪
(

1
β2 +S

)
∪
(

1
β + 1

β2 +S
)

kde 1
β2 = i

2 a 1
β + 1

β2 = −1
2

Fin(β) =
⋃
n∈N

1
βn S je hustá v C .

Věta

Každé z ∈ C lze napsat (ne nutně jednoznačně) ve tvaru

z =
n∑

k=−∞
akβ

k , kde ak ∈ {0, 1} .

Nap̌r. 1 • (1101 0000)ω = 0 • (0000 1101)ω = 1
5
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Každé z ∈ C lze napsat (ne nutně jednoznačně) ve tvaru
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Fin(β)

1
βS =

{ n∑
k=0

akβ
k+a−1

β | ak ∈ {0, 1}
}

= S∪
(

1
β+S

)
p̌ričemž 1
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(
1
β +S

)
∪
(

1
β2 +S

)
∪
(

1
β + 1

β2 +S
)

kde 1
β2 = i

2 a 1
β + 1

β2 = −1
2

Fin(β) =
⋃
n∈N

1
βn S je hustá v C .

Věta

Každé z ∈ C lze napsat (ne nutně jednoznačně) ve tvaru

z =
n∑

k=−∞
akβ

k , kde ak ∈ {0, 1} .

Nap̌r. 1 • (1101 0000)ω = 0 • (0000 1101)ω = 1
5
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Snadný důkaz?

Věta (Thurston 1989)

Necht’ β je komplexńı č́ıslo, |β| > 1 a necht’ A ⊂ C je konečná množina.
Když existuje omezené okoĺı V bodu nula takové, že βV ⊂ V +A, pak
každé z ∈ C lze zapsat ve tvaru

z =
n∑

k=−∞
akβ

k , kde ak ∈ A .

Dk. Stač́ı ukázat pro každé z ∈ V .
βz = a1 + r1, kde a1 ∈ A a r1 ∈ V =⇒ z = a1

β + 1
β r1

βr1 = a2 + r2, kde a2 ∈ A a r2 ∈ V =⇒ z = a1
β + 1

β (a2
β + 1

β r2)

z = a1
β + a2

β2 + a3
β3 + . . .+ ak

βk + 1
βk rk .

Omezenost V implikuje konvergenci.
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Co vźıt za naše okoĺı V ?

β = i − 1 A = {0, 1}

βV ⊂ V ∪ (V + 1)

Kdyby V mě̌ritelná, pak µ(βV ) = 2µ(V )
=⇒ βV = V ∪ (V + 1) a vniťrky V a V + 1 disjunktńı.

Hledáme V pevý bod zobrazeńı F (X ) = 1
βX ∪ 1

β (X + 1).

Věta (Hutchinson, 1981)

Necht’ f1, f2, . . . , f` jsou kontraktivńı zobrazeńı v Rd . Pak existuje jediná
neprázdná kompaktńı množina X ⊂ Rd taková, že

X = f1(X ) ∪ f2(X ) ∪ . . . ∪ f`(X )
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Naše V

V :=
{

0 • a−1a−2a−3 . . . |a−k ∈ {0, 1}
}
.

βV =
{
a−1 • a−2a−3 . . . |a−k ∈ {0, 1}

}
= V ∪ (V + 1)

Ukázat obrázek!!!

V + Z[i ] je periodické dlážděńı roviny
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Méně naivńı postup hledáńı rozvoje v Z[i ]

R = Z[i ] je okruh, β = i − 1 ∈ R, množina βR je ideál v R.

Kongruence definovaná

x ≡ y mod β ⇐⇒ x − y ∈ βR

má dvě zbytkové ťŕıdy s reprezentanty 0 a 1,
označ množinu reprezentant̊u A.

Algoritmus pro hledáńı rozvoje

Dané z ∈ R
z0 := z
pokud zk 6= 0 dělej

ak := zk mod β ∈ A
zk+1 := 1

β (zk − ak) ∈ R
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ak := zk mod β ∈ A
zk+1 := 1

β (zk − ak) ∈ R
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má dvě zbytkové ťŕıdy s reprezentanty 0 a 1,
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Které báze β jsou vhodné

R - obor integrity s normou N.

N : R → R+, taková že
1. N(a + b) ≤ N(a) + N(b)
2. N(a.b) = N(a).N(b)
3. N(a) = 0⇔ a = 0

pro každé k je {r ∈ R|N(r) ≤ k} je konečná

Věta (Nielsen a Kornerup, 1999)

Necht’ A ⊂ R je množina cifer tvǒrena reprezentanty všech zbytkových ťŕıd
mod β. Pak každý prvek okruhu R lze reprezentovat v bázi β s ciframi z A
právě tehdy, když takto lze reprezentovat každé r ∈ R s normou
N(r) ≤ DMax

N(β)−1 , kde DMax = max{N(a)|a ∈ A}.
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R - obor integrity s normou N.

N : R → R+, taková že
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mod β. Pak každý prvek okruhu R lze reprezentovat v bázi β s ciframi z A
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Které báze β jsou vhodné

pro abecedu A = {0, 1}?
Nutná podḿınka: mod β má dvě zbytkové ťŕıdy.

Věta (Gauss)

Necht’ β ∈ Z[i ]. Počet zbytkových ťŕıd mod β je roven N(β).

N(β) = 2 =⇒ β = ±1± i =⇒ 0, 1 reprezentanti r̊uzných ťŕıd
báze β = −i − 1 je vhodná
báze β = i + 1 neńı vhodná důvod: i = (i + 1)i + 1.

Věta (Kátai, Szabó, 1975)

Necht’ β ∈ Z[i ] a A = {0, 1, . . . ,N(β)− 1}. Každé z ∈ Z[i ] lze
reprezentovat v bázi β s ciframi z abecedy A právě tehdy, když β je tvaru
−n ± i , kde n ∈ N, n ≥ 1.
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−n ± i , kde n ∈ N, n ≥ 1.

c©Edita Pelantová (FJFI) Pozičńı reprezentace okruhu Gaussových celých č́ısel a tělesa C 7. 12. 2010 10 / 12
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Věta (Gauss)
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Necht’ β ∈ Z[i ] a A = {0, 1, . . . ,N(β)− 1}. Každé z ∈ Z[i ] lze
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Které báze β jsou vhodné
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pro abecedu A = {0, 1}?
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Které báze β jsou vhodné
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reprezentovat v bázi β s ciframi z abecedy A právě tehdy, když β je tvaru
−n ± i , kde n ∈ N, n ≥ 1.
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Nelze zvolit lepš́ı abecedu?

Věta (Lagarias, 1996)

Necht’ β ∈ Z[i ] a A = {−N(β) + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,N(β)− 1}. Každé
z ∈ Z[i ] lze reprezentovat v bázi β s ciframi z abecedy A.

Věta (Milena, 2010)

Necht’ β ∈ Z[i ]. Pak existuje takové a ∈ N, že v abecedě
A = {−a,−a + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , a− 1} lze sč́ıtáńı v okruhu Z[i ]
provádět paraleně.
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A = {−a,−a + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , a− 1} lze sč́ıtáńı v okruhu Z[i ]
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Děkuji za pozornost

c©Edita Pelantová (FJFI) Pozičńı reprezentace okruhu Gaussových celých č́ısel a tělesa C 7. 12. 2010 12 / 12


