Kapitola

Toky v sitich

6.1 Zakladni pojmy

Definice 6.1.1. Necht G = (V, E) je orientovany graf. M&me X,Y C V mnoZiny vrchold
takove, ze X, Y # 0, X NY = ) a funkci ¢ : E — N. Uspofadanou ¢tverici N = (G, X,Y, ¢)

nazveme sit.

V pripadé toku v sitich slouzi (orientované) grafy jako modely dopravni sité, kterou prochézi
néjaky tok — elektiiny, zbozi, nebo tieba dat. Z této situace vychazi i nazvoslovi: vrcholy mnoziny
X se oznacuji jako vyrobci, vrcholy mnoziny Y jako spotiebitelé a hodnota funkce ¢ predstavuje
kapacitu daného spojeni.

V celé kapitole budeme pouzivat nasledujici znaeni: necht e je hrana orientovaného grafu;
symbolem e oznacujeme vrchol, do kterého hrana e vede, zatimco symbolem e~ vrchol, ze

kterého e vychazi.

Definice 6.1.2. Tok v siti N = (G, X,Y, ¢) je funkce f : E — R, kterd spliuje néasledujici dvé
podminky

(T1) 0 < f(e) <c(e) pro viechny hrany e € E.
(T2) > v, fle) =>.—_, f(e) pro viechny tak zvané vnitini vrcholy sité v € V'\ X \ Y.

Poznamka. V kazdé siti existuje alespon jeden tom, nebot funkce Ve € E (f(e) = 0) spliiuje

obé podminky v Definici 6.1.2. Tento tok se nazyva nulovy.

Definice 6.1.3. Hodnota toku f v siti N = (G, X,Y, ), oznacujeme val(f), je definovana

jako
val(f) = > fle) = > fle).

e"eX eteX
Zbytek kapitoly (pfedevsim tuvahy o maximalnim toku v nésledujici ¢asti) si zjednodusime
tim, ze budeme uvazovat pouze specidlni tvar sité — sit s jednim vyrobcem a s jednim spotiebite-
lem. Poznamenejme, Ze to neni moc velké omezeni, nebot kazdou sit mizeme lehce transformovat

do pozadovaného tvaru:
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e piidame nové vrcholy z (vyrobce) a yo (spotiebitel)
e spojime vSechny vrcholy v X s vrcholem xy hranami s kapacitou +oo

e spojime v8echny vrcholy v Y s vrcholem gy hranami s kapacitou +oo

6.2 Maximalni tok

Definice 6.2.1. Rekneme, 7e tok f v siti N je maximalni, pokud pro viechny toky f' v N
plati val(f) > val(f’).

Definice 6.2.2. Necht N = (G, o, yo, ¢) je sit a nech S C V(G) je takové, ze o € S ayo ¢ S.
Ozna¢me S := V(G)\ S. Potom dvojici (S, S) nazveme ¥ezem v siti N. Kapacitu fezu (S, S)
definujeme jako

e~ €S

etesS
Tvrzeni 6.2.3. Pro kazdy tok f a ez (S,S) v siti N = (G, 20,0, c) plati

wl(f)= > flo— D, fl<c(59).
e—€S,eteS e—€S,etesS

Diikaz. 7 definice hodnoty toku méme

val(f) = Y fle)= > fle)=)_ (Z OB f(e)) ,

e~ =xo et=xg veES \e—=w et=v
kde druhé rovnost plyne z podminky (T2) pro tok. Sumu na pravé strané muzeme rozdélit na

dvé ¢asti podle toho, zda méa dané hrana oba konce v S (¢ast (a)), nebo pravé jeden konec v S
(¢ast (b))
vl(fy=" > flo- > flo+ Y flo- Y flo=
e~€S,etes e~€S,etes e—€S,eteS e~€S,etesS
(a) (b)
= Y. flo- D>, fle<e(s9).

e~ €S,eteS e~€S,etes

Posledni nerovnost plyne podminky (T1) pro tok f. O

Pozndmka. Specialné plati, ze hodnota maximélntho toku je mensi nebo rovna kapacité mini-
mélniho fezu. Zjevné najdeme-li tok f s fez (S, S) tak, ze val(f) = ¢((S, S)), pak f je maximélni
tok.

Definice 6.2.4. Necht f je tok v siti N = (G, zg,y0,c¢) a necht P je neorientovana cesta v G
(tzn. zajiméa nas pouze piitomnost hrany, nikoli jeji orientace) s po¢atkem v zg. Pro kazdou e € P
definujeme

c(e) — f(e) je-li e na P orientovana ve sméru od x,

f(e) jinak.

Jestlize ¢(P) := mineep t(e) > 0, pak fekneme, Ze cesta P je f-nenasycena.

e) =
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Hodnota ¢(P) se nékdy nazyvé zbytkova kapacita. Je to vlastné maximalni mnozstvi, o které
miizeme zvy$it tok f na cesté P, aniz bychom porusili podminku (T1) z definice toku. Formélné

je postup tohoto zvyseni a jeho dusledek shrnut v nasledujici vété.

Véta 6.2.5 (O f-nenasycenych cestach). Tok f v siti N = (G, xo,y0,c¢) je mazimdlni prdvé

tehdy, kdyZ v N neexistuje f-nenasycend cesta koncici ve vrcholu yq.

Diikaz. =: (sporem) Necht f je maximélni tok v N a necht v N existuje f-nenasycena cesta P

konéici v yg. Definujeme f :
e Ve B, e ¢ P(f(e) = f(e),
e Ve € E, e € P orientované na P ve sméru z zqo: f(e) = f(e) + «(P),
e Ve € E, e € P orientovana na P proti sméru z zo: f(e) = f(e) — ¢(P).

Potom zjevné f spliuje podminky (T1) a (T2) pro tok a navic val(f) = val(f) 4 +(P) > val(f).

<: Definujeme mnozinu S := {v € V |3f-nenasycena cesta z zo do v}. Potom zop € S a
podle predpokladu yg ¢ S. (S,S) je tedy fez v siti N. Na kazdé hrané e = (u,v), kde u € S a
v € S musi byt ¢(e) = 0 neboli f(e) = c(e), jinak by bylo v € S. Ze stejného diivodu na kazdé
hrané e = (u,v) s u € S a v € S musi byt t(e) = 0, a tedy f(e) = 0. Proto plati

((8,9) =Y. = > fleo- > fle)=val(f).
e—€S,eteS e—€S,eteS e—€S,etes

Nagli jsme fez s ¢((9,S)) = val(f). Tok f je tedy maximalni. O

Véta 6.2.6 (Max-flow Min-cut teorém). V libovolné siti je hodnota mazimdlniho toku rovnd

kapacite minimdlntho Fezu.

Diikaz. Podle Tvrzeni 6.2.3 je kapacita libovolného fezu horni mezi na hodnotu toku v siti. Dikaz

Véty 6.2.5 ukazuje, Ze maximalni tok v siti nabyva této hranice pro jisty fez (S, S). O

Véta 6.2.7 (O celociselném toku). Necht N je sit s celociselnymi kapacitami hran. Pak v N

existuje mazimdlni tok s celociselngmi hodnotams.

Diikaz. Hleddme maximalni tok jako v dikazu Véty 6.2.5. Vyjdeme od nulového toku a v kazdém
kroku tok zvedneme o ¢(P) € N. Kapacita minimélniho Fezu je konec¢né ¢islo, takze po kone¢né

mnoha krocich dostaneme maximalni tok s celoc¢iselnymi hodnotami. O

Pozndmka. Dukaz Véty 6.2.7 dava algoritmus na nalezeni maximalniho toku: za¢neme od nu-
lového toku a zvySujeme jej, dokud existuje n&jaka nenasycend cesta (toto je podstata ,labeling

algorithm® Forda a Fulkersona (1957)). Tento pfistup ovSem narazi na dva problémy:
e pro sité s obecné redlnymi kapacitami se algoritmus nemusi viibec zastavit

e i v piipadé celociselnych kapacit mtze byt ¢asova narocnost (pokud Spatné volime nenasy-

cené cesty, viz nasledujici priklad) Gmérna ) . c(e).
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Priklad. Pokud budeme v nasledujici siti hledat maximalni tok pomoci Ford-Fulkersonova algo-
ritmu a pfitom budeme na stiidavé pouzivat ¢arkovanou a teckovanou cestu, budeme potiebovat

m krokd (namisto optimalnich 2).




