Kapitola

Algebraicka teorie grafu

9.1 Linearni algebra a teorie matic

Pouzivané znaéeni. o(A) ... spektrum matice A
A <A< <\, =A ... usporadana vl. ¢isla
0(A) = max{|\;| | \; € 0(A)} ... spektralni polomér matice A

Definice 9.1.1. Ctvercova matice se nazyva rozloZitelnd, je-li tvaru (nebo lze-1i ji simul-

tanni permutaci Fadki a sloupct prevést na tvar)

A, B
0 A,)’

kde A, Ay jsou ¢tvercové matice fadu alesponn 1. Ctvercova matice se nazyva nerozloZi-

telnd, neni-li rozlozitelna.

Tvrzeni 9.1.2. Adjacencéni matice Ag grafu G = (V, E) je nerozloZitelnd prdve tehdy,
kdyz je graf G souvisly.

Véta 9.1.3 (Perron-Frobenius). (1) Necht A je nezdpornd ctvercovd matice. Potom o(A)
je vlastnim c¢islem matice A a existuje nezdporny vlastni vektor matice A, odpovidajici

tomuto vlastnimu c¢islu.

(2) Necht A je nezdpornd nerozloZitelnd ctvercovd matice. Pak spektrdlni polomeér o(A)
je kladné vlastni c¢islo matice A s ndsobnosti jedna a tomuto vlastnimu c¢islu odpo-
vidd kladny vlastni vektor. Zddnému ginému vlastnimu ¢islu jiZ neodpovidd nezdporny

vlastni vektor.
Tvrzeni 9.1.4. Viastni cisla symetrické matice jsou redlnd.

Véta 9.1.5 (Schur). KaZdou komplexni ctvercovou matici A € C™™ lze vyjadiit ve tvaru
A=UTU", kde U je unitirni a T horni trojihelnikovd matice.

37



Véta 9.1.6 (Hlavni véta o symetrickych maticich). KaZdou (redlnou) symetrickou matici
A lze vyjddrit ve tvaru A = CDCT, kde C je ortogondini a D je redlnd diagondlni
matice. Pritom diagondlni proky matice D jsou vlastni ¢isla matice A (vhodnou volbou
matice C mizZeme dosdhnout libovolného uspordddini) a sloupce matice C jsou vlastni

vektory matice A.

Tvrzeni 9.1.7. Necht A je nezdpornd, symetrickd matice, A jeji mazimdlni vlastni ¢islo.
Pak plati
0(A) = A = max z’Ax .

[[]=1
Diikaz. Prvni rovnost je obsahem Perron-Frobeniovy véty. Necht & € R™ je libovolny
takovy, 7e ||x| = 1. Necht D je matice vznikla diagonalizaci matice A, tj. D = C'AC,
takova, ze A se vyskytuje v jejim pravém dolnim rohu. Necht y := CTx. Protoze je C

ortogonalni, tvoii jeji sloupce ortonormalni bazi R™ a proto ||y|| = 1. Takze
x’Ax = z"CC’ACC"x = y'Dy = Z \y? < o(A) Z y? = 0(A).
i=1 i=1

Pro libovolny « € R™ dostavame x’Ax < o(A) a tedy max|z - z’Ax < o(A). Pokud
zvolime x tak, aby y” = (0,...,0,1) nastane (diky volb& tvaru matice D) pozadované
rovnost ., A\yZ = A. O

9.1.1 Spektrum adjacen¢ni matice

Tvrzeni 9.1.8. Necht Aq je adjacencéni matice jednoduchého grafu G = (V, E) s #V = n.
Pak

(i) 22 Xi =0,
(“) Z?:l /\12 = #EL.

Diikaz. Necht D je matice vznikla diagonalizaci matice Ag. Matice D a Ag maji —
jakozto podobné matice — stejné spektrum a stopu a proto

n

Z A =Te(D) =Tr(Ag) = Y (Ag)i=0,

i=1
kde posledni rovnost plyne z faktu, ze jednoduchy graf neobsahuje smycky a tedy jeho

adjacen¢ni matice ma nulovou diagondlu.

Dale plati

Tr(A7) = Tr(C"AZC) = Tr(C"AcCC"AC) = Te(D?) = Y N
=1
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a zaroven

= da(v) = 2#E,

veV

kde posledni dvé rovnosti plynou z vét 1.4.1 respektive 1.2.1. 0

Véta 9.1.9. Necht A je mazimdlni vlastni éislo adjacenéni matice Ag grafu G = (V, E).
Pak plati §(G) < A < A(G).

Diikaz. Necht V = {v;,...,v,}. Oznaéme j € R™ jednotkovy vektor j' = ﬁ(l, 1.

Pak z Tvrzeni 9.1.7 dostavame

A= max zAgx > j1AF = dg(v; )G :—n(SG o(G).
hSviet] G JAc) = ; a(vi) > Z (G) =4(G)
Necht & = (z1,...,x,) je nezaporny vlastni vektor matice A k vlastnimu ¢islu A. Upra-

vime jej tak, aby maximalni slozka (ozn. xj) byla 1. Dostavame

I T 1 dG(Ul)

In Tn 1 dG(Un)

tedy uvazujeme-li pouze k-ty radek

A=Az =---=dg(n) <A(G). (9.2)
0
Pozndmka. Kdy nastane v Tvrzeni 9.1.9 rovnost A = A(G)? V obou nerovnostech v
rovnicich (9.1) a (9.2) musi nastat rovnost. Pfedné tedy musi platit dg(vy) = A(G), dale
pak
1 1
(ak1; arz, - akn) | 5| = (ak1s ks arn) | 1]

Ty, 1
tedy x; = 1 pro kazdé i takové, ze {vy,v;} € E. To ale znamena, Ze i tuto slozku vlastniho
vektoru k A jsem mohl pouzit v (9.2), tzn. i zde chceme nerovnost nahradit rovnosti.
Specialné musi platit dg(v;) = A(G) pro vSechna i takova, ze {vg,v;} € E. Zaroven pro
vSechny tyto vrcholy musime zopakovat tvahu o druhé nerovnosti a podminka dg(v) =

A(G) se tak pienese i na sousedy sousedu vrcholu vy a tak dal.

Disledek 9.1.10. Necht G = (V, E) je souvisly graf. Pak pro maximdlni vlastni ¢islo
jeho adjacenéni matice plati A = A(G) pravé tehdy, kdyz G je reguldrni.

Tvrzeni 9.1.11. Necht G = (V, E) je requldrni souvisly graf, Ag jeho adjacenéni matice
ac(Ag) ={A1,..., \u_1, A}. Pak vlastni vektory k vlastnim ¢islim X\ # A lezi v nadroviné

{(z1, ..., @) | D0 @ = 0},
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Diikaz. Necht X je libovolné vlastni ¢islo Ag, A # A. Dle piredpokladu je G souvisly, jeho
adjacen¢ni matice je tedy nerozlozitelna a podle Perron-Frobeniovy véty ma jeji maximéalni
vlastni ¢islo A nasobnost 1. Navic podle dusledku 9.1.10 plati A = A(G). Celkem tedy
A # A(G). Se¢teme-li rovnici

po slozkach, dostaneme
n n
i=1 i=1
Protoze A # A(G) nastane rovnost pouze v piipadé Y " x; = 0. O

Véta 9.1.12. Necht Ay < --- < N1 < A = A(G) je spektrum adjacencéni matice Ag
requldrni souvislého grafu G = (V, E) s #V = n. Pak spektrum adjacencni matice grafu
Gije{-1-XN|i=1,....n—=1}U{n—-1-A(G)}.

Diikaz. Vyjdeme z nasledujictho vztahu mezi maticemi Ag a Ag.

1 ... 1
AG—FAé—i-I:J: (93)
1 ... 1

1) Je-li y = (y1,-..,yn) vlastni vektor k A, pak z poznamky za vétou 9.1.9 o grafu z
A = A(G) plyne, 7e y = (1,...,1). Z rovnice (9.3) dostavame

1 1 n 1 1 1
Ag || =T -I-Ag) || =] |- |:|-2@G)]:]|=(-1-A(G))
1 1 n 1 1 1

Takze (n — 1 — A(G)) je vlastni ¢islo matice Ag.

2) Necht (z,...,x,) je vlastni vektor k \;, i < n — 1. Pak z rovnice (9.3) dostavame
1 T 0 1 1 Z1

Az i | =T -TI-Ag)| i |=|:|—-|:|-N|:|=C1=2)f [,
T T 0 Tn Ty Tn

kde ptredposledni rovnost plyne z Tvrzeni 9.1.11. Takze (—1— ;) je vlastni ¢islo matice

Ag pro vSechna ¢ <n — 1. O

Definice 9.1.13. Ma-li charakteristicky polynom matice A tvar x a(A) = [T_;(A—X)"™,
definujeme Y a(A) == T[_;(A — \p).
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Tvrzeni 9.1.14. Pro diagonalizovatelnou matici A plati, Ze xa(A) = 0.

Diikaz. Necht A je diagonalizovatelnd, tj. existuje invertovatelna matice P takové, ze

At

A
P'AP=D =

Pak nasledujici rovnosti jsou ekvivalentni

Xa(A) = (A=MI)(A=Xd)--- (A= A\I)=0
P A- NP 'P(A-\I)P'P-- - P'P(A-\I)P=0
(D —MNI)(D —XI)---(D—-XI)=0,

pri¢emz tieti rovnost zjevné plyne z tvaru diagonalni matice D. O

Véta 9.1.15. Necht G = (V, E) je souvisly graf. Pak spektrum jeho adjacencni matice
A md vic rizngch vlastnich hodnot, nez je polomér G (tj. mazimdlni vzddlenost mezi

dvojici vrcholi v G).

Diikaz. Sporem. Necht #0(A¢g) = k < max, ,ev d(u, v). Pak existuje v G dvojice vrcholii
v;,v; € V takova, ze d(v;,v;) = k. Necht polynom X a,(A¢) stupné k ma tvar

Nag(Ag) = AL +ap 1AL+ a1 Ag +aol . (9.4)

Podle Véty 1.4.1 udava (AZG)Z-J- pocet sledti délky [ mezi vrcholy v; a v;. Z predpokladu
d(v;,v;) = k plyne

(AL); ;=0 Vi=k—1,...,1 azaroven  (AE); >1.
Po dosazeni do (9.4) dostavame (X a,(Ag))i; > 1, tedy spor s Tvrzenim 9.1.14. O

Véta 9.1.16. Necht G = (V, E) je souvisly graf, A mazimdlni vlastni ¢islo jeho adjacencni
matice Ag. Pak G je bipartitni pravé tehdy, kdyz i« —A je vlastni ¢islo Ag.

Diikaz. =: Necht G je bipartitni. Pak Ag méa (po permutaci vrcholi) blokovy tvar. Necht

A € 0(Ag); rovnici Agx = Ax muzeme blokové zapsat

w 0)(2))
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Porovnanim bloki dostaneme rovnosti Bz = \y a BTy = \z. Uvazujeme vektor w =

G-

atedy —\ € 0(Ag).

<: Necht —A je vlastni ¢islo Ag. Volime vlastni vektor w = (wy,...,w,) € R" k —A
tak, aby ||w|| = 1. Uvazujeme
A=|—-A =] Aw'w| = |lwAzw| = ’ Z a;jww;| < Zaij\winj] =
ij=1 ij
7 @ T
= (’wl‘a SRR ’wn’)AG(‘w1’> SRR ’wn’) < ”IB”a:Xl.’B AG"B =A.

Protoze se leva a prava strana rovnaji, musi byt nerovnosti (i) a (%) rovnostmi:

o (Jwyl],...,|wa])Ac(Jwil, ..., |lw.)T = A.
Tato rovnost implikuje, ze (Jwi|,. .., |w,|)? je vlastnim vektorem k A. Protoze G
je souvisly, Ag je nerozlozitelna a podle Perron-Frobeniovy véty pro vSechna ¢ =

1,...,n plati |w;| > 0.

n n
o |20 aiwaw;| = 307 aiglwl|w;]
Tato rovnost znamend, ze vSechny maji ¢leny stejnd znaménka a rovnost tedy plati
i bez absolutnich hodnot. Protoze

n : « Les e x
i =1 Gijwiw; < 0 je nutné i kazdy clen sumy

mensSi nebo roven nule.

Necht V' = {vy,...,v,}. Definujeme V; := {v; |w; < 0} a V5 := {v; |w; > 0}. Protoze pro
vSechna i je |w;| > 0, tvoii V] a V, disjunktni rozklad mnoziny V' vrchola grafu G. Navic
Vi # 0 a Vy # 0, protoze jinak by (wq, ..., wsy) byl vlastni vektor k —A i A.

Graf G je bipartitni s rozkladem V; U Vi: necht {v;,v;} je hrana v G. Pak a;; = 1, a
protoze a;;w;w; < 0 a zaroveh |w;| > 0 a |w;| > 0 maji nutné w; a w; jind znaménka a

tedy jeden z vrcholl v;, v; patfi do mnoziny V; a druhy do V5. O

Véta 9.1.17. Graf G = (V, E) je bipartitni pravé tehdy, kdyz spektrum jeho adjacencéni

matice je symetrické kolem nuly (véetné ndsobnosti).

Diikaz. =: Viz stejny smér v dikazu véty 9.1.16.
<«: Napted pfedpokladejme, ze G je souvisly. Pak z predpokladu na symetri¢nost
spektra plyne —A € 0(Ag) a G je bipartitni podle véty 9.1.16.
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Necht G ma komponenty Gi, G, ..., G,. Pak existuje permutace vrcholu takova, ze ad-

jacen¢ni matice grafu G ma tvar

Ag,
Ag,

~
Q
[

Ag

T

Necht A je maximalni vlastni ¢islo matice Ag. Pak se symetrie je —A také vlastnim ¢islem
Ag. BUNO —A € 0(Ag,). Protoze kazdy blok je neziporn, symetricka, nerozlozitelna
matice, je dle Perron-Frobenia i A € 0(Ag,). Protoze je G; komponenta a tedy souvisly
graf, je podle véty 9.1.16 graf GGy bipartitni. Spektrum o(Ag,) je tedy symetrickeé.

Nadéle uvazujeme graf G'\ Gy; ze spektra o(Ag) jsme odstranili symetrickou ¢ast o(Ag, ),
takze zbytek je stale symetricky. Opakovanim tohoto postupu ukazeme, ze kazda kompo-

nenta je bipartitni graf. O
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