3.1 Vrcholova a hranova souvislost

Definice 3.1.1. Necht’ k € N. Graf G = (V,E) se nazyva k-souvisly (presn¢ji k-vrcholové
souvisly), pokud |V| > k a graf G\ U je souvisly pro kazdou U C V takovou, ze #U < k.

Maximalni & € N takové, ze graf G je k-souvisly, nazyvame (vrcholovou) souvislosti G, znacime

x(G).

Pozndmka. e kazdy neprazdny graf je O-souvisly
e 1-souvislé jsou grafy (s #V > 2), které jsou souvislé (viz Definice 2?)
e x(G) =0 pravé tehdy, kdyz G = K, nebo G neni souvisly
e x(K))=n—1provsechnan €N

Definice 3.1.2. Necht' [ € N. Graf G = (V, E) se nazyva [ -hranové sonvisly, pokud #V > 2 a
graf G\ F je souvisly pro kazdou F C E takovou, ze #F < [. Maximalni / € N takoveé, ze graf

G je [-hranove souvisly, nazyvame hranovou souvislosti G, znacime x'(G).

Definice 3.1.3. Necht' G =(V,E)jegrata A,B C V. Cestu P = x,---x;, v grafu G nazveme
A—B cestou pokud V(P)NA = {x,} a V(P)NB = {x,}. Necht’ X C VUE je takova, ze kazda
A—B cesta obsahuje vrchol nebo hranu z X . Pak fekneme, ze X v G oddéluje A od B.

Poznimka. e Z definice 3.1.3 plyne, ze ANBC X
e Graf G je k-vrcholove souvisly, pokud Zadné dva jeho vrcholy nejsou oddéleny méne
nez k vrcholy.
e Specidlni pripad je X = A. Takovéto X oddeluje A od B, nebot’ kazda cesta, ktera zacina

v néjakém vrcholu A obsahuje alespon tento vrchol z A (a tedy z X).

Definice 3.1.4. MnoZinu souseds vrcholu v € V v grafu znacime N(v),
N(@)={u e V|{v,u} e E}.
Véta 3.1.5 (Whitney, 1932). Pro kazdy graf G s |V(G)| > 2 plati x(G) < x'(G) < 8(G).

Diikaz. Nerovnost x'(G) < 8(G) plyne z faktu, Ze mnozina hran, které vychazi z pevne
zvoleného vrcholu v oddéluje v G vrchol v od N(v).

Necht’ F C E je minimalni mnozina hran takova, ze G \ F je nesouvisly. Ukazeme, ze
x(G) < |F|. Predpokladejme, ze v G existuje vrchol v, ktery neni incidentni s zddnou hranou
v F. Necht' C, je komponenta grafu G \ F, ktera obsahuje v. Potom vrcholy v C,, které
jsou koncovymi vrcholy hran z F (v grafu G) oddeéluji v od G\ C,. Protoze zadnd hrana z
F nema oba konce v C, (diky minimalité F) je téchto oddélujicich vrcholt maximalné |F| a
tedy x(G) <|F|.

Nyni naopak predpokladejme, ze kazdy vrchol v G je koncem néjaké hrany z F. Zvolme

pevné libovolny vrchol v a oznacme C, komponentu grafu G \ F, ktera obsahuje v. Potom
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kazdy soused w vrcholu v takovy, ze {v,w} ¢ F, lezi v C, a navic jsou tito sousedé konce
ruznych hran z F (opét z minimality F). To znamena, ze d-(v) < |F|. Protoze N(v) oddéluje
v od zbylych vrcholu v grafu, dostavime x(G) < |F|; s vyjimkou pripadd, kdy tyto zbylé
vrcholy neexistuji. V takovém pripadé v UN(v) = V(G). Protoze v byl volen libovolné musi
tato rovnost platit pro vsechny vrcholy v V(G), G je tedy tplny graf. Pro Gplny graf ovsem
plati x(K )= x'(K,)=n—1. O
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