Pocet koster grafu

Véta 1.7.4. Necht’ G = (V,E) je jednoduchy orientovany graf a necht’ B je jeho incidencni
matice. Oznacme B matici, kterd z B vznikne odstranénim néjakého (libovolného) vidku. Pak

pocet riiznych koster grafu G je roven det BOBOT.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze jsme vynechali posledni (-ty) ra-

dek matice B. Oznacme C Ctvercovou podmatici B, fadu 7 — 1. Pak plati

1 podgraf G’ C G indukovany vrcholy,
|det C| = které odpovidaji sloupcim matice C, je kostra G (1.2)

0 jinak.
Platnost vztahu (1.2) dokdzeme indukci na 7. Pripad » = 1 je trivialni. Pro n > 1 nastavaji

dveé moznosti.

a) Existuje vrchol v, (i # n) stupné 1 v G'. Potom i-ty radek matice C obsahuje pravé jeden
nenulovy prvek (1 nebo —1). Rozvineme determinant podle tohoto radku a pouzijeme
induk¢ni predpoklad. Zjevné G’ je kostra G prave tehdy, kdyz G\ {v,} je kostra G\ {v,}.

b) Graf G’ nema zadny vrchol stupne 1 (resp. G’ ma nejvyse jeden vrchol stupné 1 a to vr-
chol v, odpovidajici umazanému radku). Potom ovsem G’ neni strom (nebot’ v takovém
pripadé by mél alespon dva vrcholy stupné 1) a tedy ani kostra G. Navic ma-li G’ n — 1
hran a neni stromem, pak v ném must existovat vrchol s nulovym stupném.

1) Vrchol s nulovym stupném neni v, . Pak matice C ma nulovy radek a det C =0.
ii) Vrchol s nulovym stupném je v,. Pak kazdy sloupec matice C obsahuje jednu 1 a
jednu —1. Suma radek je tedy nula, radky jsou linearne zavislé a det C = 0.
Tvrzeni vety plyne z Binet-Cauchyova vzorce
T
detB,B! = (detC),
kde scitame, pres vsechny Ctvercové podmatice B, radu 7 — 1 a ze vzorce (1.2). O

Véta 1.7.5 (Kirchhoff’s Matrix-Tree Theorem). Necht’ G = (V/, E) je jednoduchy, neoriento-

vany graf s V. = {v,,...,v,}. Definujeme matici L, rozméru (n — 1) X (n — 1) ndsledujicim

zprsobem
do(v;) 1=7],
(LO)i,j: -1 i;éja{vi,vj}EE,
0 Jinak.

Pak G md pravé det L, koster.
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Diikaz. Na zakladé grafu G sestrojime orientovany graf H: pouzijeme stejnou mnozinu vr-
cholt a kazdou hranu grafu G nahradime dvojici hran opacné orientace: {#,v} € E(G) <
((n,v) € E(H)N(v,u) € E(H)). Necht’ A, vznikla z je inciden¢ni matice grafu H umazanim
posledniho radku. Tvrdime, ze

AA! =2L,.

Prvek matice A,A! na pozici (i, ) je skalirnim soudinem i-tého a j-tého fadku matice A,.

e Jeli = j, pak kazd4 hrana ktera ve v; zacina, nebo konci prispéje jednickou. Takze

(AvoT)z',z' = dH(vz’) = 2dc(’01')-

o Jelli i # j, pak kazda hrana, ktera zacina ve v; a konci ve v;, nebo naopak zacina ve
v; a kondi ve v; prispéje —1. Protoze je G jednoduchy, je mezi kazdou dvojici vrchold
maximaln¢ jedna hrana (které odpovida dvojice hran v H). Takze (AOAOT )i; = —2jeli
{v,v,} €E(G)a (AvoT)l-,j = 0jinak.

Celkem mame pozadovanou rovnost AOAOT =2L, atedy
det A, AT =2"""det L.

Protoze z kazdé kostry grafu G mtze vzniknout 2"~ riznych koster grafu H - pfifazenim

orientace 7 — 1 hranam - plyne tvrzeni z Veéty 1.7.4. O
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