3.2 Mengerova véta

Definice 3.2.1. Necht’ G =(V,E) je graf a A,B C V. Definujeme k(G, A, B) jako minimalni
pocet vrcholu, které v G oddeéluji A od B.

Dusledek 3.2.2. (1) ProtoZe jak A tak B oddéluji A od B mdame k(G,A,B) < min(#A, #B).

(2) Pokud v grafu G neexistuji Zidné A—B cesty, pak libovolnd mnoZina vrcholi a hran X
oddéluje A od B. V takovém pripadé k(G,A,B)=0.

(3) Pokud A C B, pak trividlni cesty (1. nulové délky), kreré zacinaji a konci v A neobsabuji Zidné
vrcholy, které nejson v A. Proto Zddnd mnoZina, kterd neobsabuje A nemiize oddélovat A od

B; to znamenda

ACB = k(G,AB)=#A. (3.1)

(4) Necht’ A je pevné a B, B, jsou takové, Ze B, C B,. Pak kazdd mnoZina, kterd oddéluje A od B,

nutné oddéluje i A od B,; to znamend
B,CB, = k(G,AB,)<kG,AB,). (3.2)

Véta 3.2.3 (Menger, 1927). Necht’ G = (V, E) je graf, A,B C V. Pak minimdlni pocet vrchols

oddélwjicich v G mnoZinu A od B je roven maximadlnimu poctu disjunktnich A—B cest v G.

Necht' k& = k(G,A,B). Zjevné G nemuze obsahovat vic, nez k disjunktnich A—B cest.
Ukazeme, ze takovych & cest existuje. Podle Dusledku 3.2.2, bod (2) muzeme predpokladat, ze
existuje alespon jedna A—B cesta (jinak je tvrzeni triviani). Za tohoto predpokladu hledanych

k cest najit opakovanym pouzitim nasledujictho Lemma.

Lemma 3.2.4. Necht’ G =(V,E)jegraf, A, BCV,k=k(G,A,B)an€N, n<k. Existuje-li v
G n disjunktnich A—B cest
P,P,...,P

shopyo

pak v G existuje i n+ 1 disjunktnich A—B cest

Qi Qps+-5 Q1
takovych, Ze je-li b € B koncem néjaké cesty P, pak je b také koncem néjaké cesty Q..

Diikaz. Indukci na B :=#(V \ B), tj. pocet vrcholt grafu G, které nejsou v mnoziné B.
Necht' 8 =0, takze vSechny vrcholy grafu G patri do mnoziny B. Nutné A C B a podle
vztahu (3.1) mame k = #A. V takovém pripad¢ je A—B cesta libovolna cesta nulové délky,

ktera zacina (a konci) v n¢jakém vrcholu A. Mame-li 7 (n < #A) A—B cest, muzeme pridat
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dalsit A—B cestu nulové délky zacinajici v nekterém zatim nepouzitém vrcholu mnoziny A.
Tim ziskame 7 + 1 cest pozadovanych vlastnosti.

Predpokladejme, Ze lemma plati pro vSechna 8 < 3, pro néjaké pevné 3, > 1. Ukazeme
platnost pro 8 = B,. Méjme tedy G = (V,E) a mnoziny A,B C V takové, ze k = k(G,A,B)
aB,=$(V\B). Necht’ P,,...,P, je n disjunktnich A—B cest. Oznac¢me konce cest P; takto:
a; konec v mnoziné 4, b; konec v mnoziné B. Protoze podle predpokladii » < k, neoddéluje
mnozina {b,, b,,...,b,} A od B, tj. v G existuje A—B cesta, ktera neni incidentni z zadnym z
vrcholu z {b,, b,,..., b}, oznatme ji R.

Pokud je cesta R disjunktni se vSemi cestami P,,..., P, pak

lePl"“’Qn:Pn’Qn+1:R

je n+ 1 cest hledanych vlastnosti.
V opacném pripadé oznatme x posledni vrchol, ve kterém R protina néjakou cestu P,.

Bez ymy na obecnosti i = 7. Definujeme
B':=BUV(xP, UxR),

tzn. B’ ptvodni mnozina B spolu s vrcholy na cestach, které jsou na nasledujicim obrazku

v v v
vyznaceny tucne.

Obrazek 3.4: Vychozi situace pro diikaz Lemma 3.2.4.

Z definice plyne B C B/, takze podle vztahu (3.2) dostavame n < k = k(G,A,B) <
k(G,A,B’). Podle indukcniho predpokladu pro mnozinu B’ (#B’ > #B) a n disjunktnich A—B’

/
n+12

,x}. Bez Gymy

cest Py,...,P,_;, P, x existuje v grafu n + 1 disjunktnich A—B’ cest Q,...,Q

s4L p—1»

jejichz kon-
cové body jsou b,,...,b,_,x,y.Provrchol y plati, ze y e B"ay ¢ {b,,...,b,_,

na obecnosti mizeme zpermutovat indexy cest tak, aby v mnoziné¢ B’ byly: b, koncem Q/

; — / / v/ Ve Vy/ ;. .
proz=1,...,n — 1, x koncem Q’ ay koncem Q’ . Rozlidime tfi pripady v zavislosti na y.

20



a)y €xP,.

Definujeme
Q=Q 1<i<n-—1
Q,=Q,xR

Qn—H = Q;_Hypn

b) y € xR.
Definyeme o
. [ v o b
Q=Q 1<i<n-—1 . 2 ! . b
Q,=Q xP,

Qﬂ+1 = Q;+1yR

c)y ¢xP,UxR.

Protoze y je konec A—B’ cesty, nutné y € B. Navic y # b, a z indukcniho predpokladu také
y#b; pro 1<j <n—1.Definujeme

RPN . e - ST T TN PETRERR
Qi = Ql 1 S z S n— 1) _ /1 // \ S by :

: T ;o ' D

e / . -— 2 ! o b2

Qn T anpn ‘\ ;’ ; :
; . . ! . . .
/ ) . . \ \ . . .
Q = DA Lo | Lo B
=Q . ‘ ‘ \ ‘ ‘
n+ il } L Qn L aP iy :

Ve vsech trech pfipadech Q,,...,Q, . je 7 +1 A—B cest pozadovanych vlastnosti. O

Definice 3.2.5. Cesty v grafu nazveme nezdvislé, pokud Zadna z nich neobsahuje vnitrni (tj.

nekoncovy) vrchol n¢jaké jiné.

Dusledek 3.2.6. Necht’ G = (V,E) je graf a necht’ a,b € V, a # b. Pokud {a,b} ¢ E pak
minimadlni pocet vrcholit (rizmyjch od a,b), které oddéluji v G a od b je rovny maximdlnimu

poctu nezavislych a-b cest v G.
Driikaz. Aplikaci Mengerovy vety pro A:= N(a)a B := N(b). O

Véta 3.2.7 (Globélni verze Mengerovy vety). Graf G = (V,E) je k-vrcholové souvisly pravé

tehdy, kdyz obsabuje k nezavishich cest mezi libovolnou dvojici vrcholii.
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Ditkaz. <=:Protoze G obsahuje k nezavislych cest mezi libovolnou dvojici vrcholt, pak nutné
#V > k (protoze G je jednodychy) a navic zadné dva jeho vrcholy nemohou byt oddéleny
méné nez k vrcholy. Podle definice je G k-souvisly.

=: Sporem; predpokladime, Ze G je k-souvisly a zaroven v ném existuje dvojice vrcholt
a,b € V takych, ze mezi nimi je méné nez k nezavislych cest. Podle Dusledku 3.2.6 to zna-
mena, ze {a,b} € E. Uvazujeme graf G’ := G\ {{a, b}}. Graf G’ obsahuje maximalné k —2
nezavislych a-b cest. Opét podle Dusledku 3.2.6 existuje X C V takovd, ze X oddéluje v G a
od b azaroven #X < k—2.Z k-souvislosti grafu G plyne #V > k a tedy existuje alespon jeden
vrcholv € V, v ¢ XU{a, b}. V grafu G’ nutné mnozina X oddéluje vrchol v bud’ od vrcholu
a nebo od & (jinak by X neoddélovala 4 od b). Bez 4jmy na obecnosti predpokladame, ze X
odd¢luje v G’ v od a. Potom ovsem je X U {/} mnozina maximalné¢ & — 1 vrcholt, které v G

oddeluji v od a. Spor s k-souvislosti G. O
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