4.1 Maximalni parovani

Definice 4.1.1. Bud G = (V,E) graf. Pirovini v grafu G je mnozina M C E takova, ze
Ve,feM(e#£f=>enf=0).

Definice 4.1.2. Necht G = (V,E)je graf a M C E je parovani v G. Rekneme, %e vrchol v € V
je M-saturovany pokud de € M(v €e).

Definice 4.1.3. Parovani M v grafu G nazveme maximalni, pokud pro kazdé parovani M’ v

G plati #M > #M’. Velikost maximalniho parovani v grafu G znacime v(G).

Definice 4.1.4. Necht' M je parovani v grafu G = (V,E). Cestu v,,,,...,7, v G nazveme
M-stridajici, jestlize {v,_,,v;} € E < {v;,v;,,} ¢ E pro vsechnai =1,...,k — 1. M-stridajici

cestu nazveme M-zlepsujici, kdyz ani jeden z jejich koncovych vrcholt neni M-saturovany.

Véta 4.1.5 Berge). Pirovini M v grafu G = (V, E) je maximalni pravé tehdy, kdyZz v G neexis-

tuje M -zlepsujici cesta.

Ditkaz. =: Necht' v G existuje M-zlepSujici cesta P. Pak M := M AP je parovaniv G takové,
ze #M' = #M + 1. To je spor s maximalitou M.

<=: Necht’ v G neexistuje M-zlepSujici cesta a zaroven M neni maximalni parovani. Pak v
G existuje parovani M’ takové, ze #M’ > #M. Uvazujeme graf H := (V,MAM'). H je tvoten
izolovanymi body, cestami a kruznicemi sudé délky. Protoze #M’ > #M, musi H obsahovat
alespon jednu cestu liché délky, ozn. P, jejiz prvni i posledni hrana jsou z M’. Ani jeden

koncovy vrchol cesty P nemohl byt v G M-saturovany, takze P je M-zlepsujici cestav G. O

4.2 Velikost maximalniho parovani

Definice 4.2.1. Mnozina S C V(G) se nazyva vrcholové pokryti gratu G, pokud Ve € E(G)
dv € § (v €e). Vrcholové pokryti S grafu G nazveme minimadlni, pokud pro kazdé vrcho-
lové pokryti §” grafu G plati #S < #§’. Velikost minimalniho vrcholového pokryti grafu G

znacime 7(G).

Pozorovani 4.2.2. Pro libovolné parovini M v grafu G a libovolné vrcholové pokryti S grafu

G plati |M| < |S|. Specialné v(G) < ©(G).

Véta 4.2.3 (Konigova-Egervaryova veta). Necht’ G je bipartitni graf. Pak v(G) = ©(G).
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Diikaz. Necht G = (V; U V,,E) je bipartitni graf a necht” M je maximalni parovani v G.

Oznacme U C V, mnozinu vrcholt, které nejsou M-saturované. Definujeme

X :={v eV, |z U vede do v M-stridajici cesta},

Y:={veV,|zU vede do v M-stridajici cesta}.

Pak na M-stridajicich cestach zacinajicich v U vzdy 1. hrana neni z M, 2. hrana je z M, 3.
hrana neni z M, atd. Kazdd M-stridajici cesta zacinajici v U nutné kon¢i ve V,. V opa¢ném
pripade by byla ziroven M-zlepsujici coz je ve sporu s maximalitou parovani M. Kazdy vrchol
z Y je tedy spojen hranou z M s vrcholem z X \ U. Navic kazdy soused libovolného vrcholu
x z X musi lezet v Y: necht’ y je soused x € X. Pak M-stridajici cesta z U do x prodlouzena

o hranu {x,y} tvori M-stiidajici cestu z U do y. Tedy
NX)=Y. 4.1)

Definujeme K := (V,\X)UY . Pak K je vrcholové pokryti G. V opacném pripadé v G existuje

hrana s jednim koncem v X a s druhym koncem v V, \ Y. To je spor s (4.1).

Obrazek 4.1: Mnoziny U, X a Y v dukazu Veéty 4.2.3. Hrany z parovani M jsou tucné, vr-

choly z mnoziny K plné.

Navic plati #M = #K. Jinak by musela existovat hrana e € M, e = {x,y} takova, ze x,y € K
atedy x € V,\ X ay € Y.V grafu nutné existuje M-stridajici cesta z U do y, ozn. P, jejiz
posledni hrana neni z M. Potom P + e je M-stfidajici hrana z U do x a tedy x € X. Spor s
xeV\X. O

Véta 4.2.4 (Konigova-Oreova formule). Nech?’ G = (V, UV, E) je bipartitni graf. Pak
v(G)= ?gi‘gl{#(vl \S)+#N(S)}.

Diikaz. Necht' S C V, je libovolna. Pak kazda hrana grafu (a tedy i hrana z n¢jakého parovani

M) ma konec bud’ ve V, \ S, nebo v N(§). Maximalni pocet hran v libovolném parovani je
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tedy mensi nebo roven #(V, \ §)+#N(S) pro kazdou § C V. Proto
W(G) < mini#(V, \ $)+#N(S)}-

Naopak necht’ M je maximalni parovani. Ozna¢me S C V, mnozinu vrcholt, do kterych
vede M-stridajici cesta z néjakého v € V,, ktery neni M-saturovany. Snadno overime, ze
e kazdy vrchol v N(S) je M-saturovany,
e kazdy vrchol v V\ § je M-saturovany,
e 7adna hrana z M nespojuje vrchol z V, \ § s vrcholem z N(S).
Z toho plyne, ze
v(G) > ?gi\%{#(\/l \S)+#N(S)}. O
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