
6.3. BOOLEOVSKÉ TOKY 256.3 Booleovské tokyDe�nie 6.3.1. Booleovský tok v síti N = (E,X, Y, c) je takový tok f , pro který f(e) ∈ {0, 1}pro v²ehny e ∈ E(G).Poznámka. Booleovské toky se objevují p°edev²ím v kombinatorikýh aplikaíh teorie tok·.S jejih pomoí je snadné demonstrovat, jak významným výsledkem je Max-�ow Min-ut teorém(V¥ta 6.2.6). Mnoho výsledk· z teorie graf· je � p°i vhodn¥ zvolené síti, £asto s booleovskýmtokem � jejím p°ímým d·sledkem.S pomoí booleovskýh sítí p°edvedeme alternativní d·kaz Hallovy v¥ty o párování v bipar-titníh grafeh (V¥ta 4.2.1) a Mengerovy v¥ty o souvislosti graf· (V¥ta 3.2.3).Hallova v¥taV¥ta. Neh´ G = (V1 ∪ V2, E) je bipartitiní graf. V G existuje párování saturujíí elé V1 práv¥tehdy, kdyº ∀T ⊂ V1(|N(T )| ≥ |T |).Nap°ed zkonstruujeme na základ¥ bipartitního grafu G sí´ N(H,x0, y0, c):
• V (H) = V (G) ∪ {x0, y0}, kde x0, y0 /∈ V (G).
• E(H) = {(u, v) | {u, v} ∈ E(G), u ∈ V1, v ∈ V2} ∪ {(x0, u) |u ∈ V1} ∪ {(v, y0) | v ∈ V2}.
• c(e) = 1 pro v²ehny e ∈ E(H).Lemma 6.3.2. V síti N existuje tok f s val(f) = |V1| práv¥ tehdy, kdyº v G existuje párovánísaturujíí elé V1.D·kaz. ⇐: Neh´ M je párování v G (a zárove¬ v p°íslu²né £ásti H) saturujíí elé V1. Poloºme

f(e) = 1 pro v²ehny e ∈ M a naví f((x0, u)) = 1 a f((v, y0)) = 1 pokud u respektive v jsou
M -saturované. Pro v²ehny ostatní hrany f(e) = 0. Z°ejm¥ f je tok v N s val(f) = |V1|.

⇒: Tok f s val(f) = |V1| je zjevn¥ maximální na N . Podle v¥ty o Celo£íselném toku(V¥ta 6.2.7) m·ºeme p°edpokládat, ºe f je booleovský. Takºe párování saturujíí elé V1 zís-káme tak, ºe do n¥j dáme v²ehny hrany e = (u, v) takové, pro které u ∈ V1, v ∈ V2 a f(e) = 1.Podmínky na párování jednodu²e plynou z toho, ºe tok je booleovský a z podmínek (T1) a (T2)na tok.D·kaz Hallovy v¥ty. Jak jsme p°edvedli jiº v kapitole 4, implikae zleva doprava je triviální.Dokáºeme tedy pouze sm¥r zprava doleva. P°edpokládejme, ºe maximální tok v N má hodnotumen²í neº |V1| (tj. podle Lemma 6.3.2 v G není párování saturujíí elé V1). Podle Max-�owMin-ut teorému existuje v N °ez (S, S̄) s c((S, (̄S))) < |V1|.Díky konstruki sít¥ N (viz Obrázek 6.1) máme
c((S, S̄)) ≥ |S̄ ∩ V1| + |S̄ ∩ N(S ∩ V1)| + |S ∩ V2| ,a naví

|N(S ∩ V1| ≤ |S̄ ∩ N(S ∩ V1)| + |S ∩ V2| .
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Obrázek 6.1: D·kaz Hallovy v¥ty pomoí booleovské sít¥Dohromady
|N(S ∩ V1)| ≤ |S̄ ∩ N(S ∩ V1)| + |S ∩ V2| + |S̄ ∩ V1|

︸ ︷︷ ︸

≤c((S,S̄))

−|S̄ ∩ V1| < |V1| − |S̄ ∩ V1| = |S ∩ V1| .Podmínka z v¥ty není spln¥na pro T := S ∩ V1.Mengerova v¥taV¥ta. Neh´ G = (V,E) je orientovaný graf, u, v ∈ V , u 6= v. Pak minimální po£et hranodd¥lujííh u od v je roven maximálnímu po£tu hranov¥ disjunktníh est jdouíh z u do v.D·kaz. Neh´ N = (G,u, v, c) je sí´ s c(e) = 1 pro v²ehny e ∈ E(G). Z°ejm¥ kaºdá mnoºinahranov¥ disjunktníh est vedouíh z u do v dává tok hodnoty k z u do v.Naopak, neh´ f je maximální tok v N . M·ºeme p°edpokládat, podle V¥ty 6.2.7, ºe je boole-ovský. Na základ¥ libovolného booleovského toku f v síti N s val(f) = k m·ºeme zkonstruovat khranov¥ disjunktníh est z u do v: z vrholu u jdeme po neozna£enýh hranáh s f(e) = 1 dokudnedorazíme do vrholu v. Pokaºdé, kdyº projdeme po hran¥, tak ji ozna£íme. Kdyº dojdeme do
v, sníºíme tok na ozna£enýh hranáh o 1 a sestrojíme z nih estu odstran¥ním p°ípadnýhkruºni. Díky vlastnosti toku (T2) esta musí kon£it ve vrholu v. Hodnota toku se s kaºdoutakto sestrojenou estou sníºí o jedna. Maximální po£et hranov¥ disjunktníh est je tedy rovenhodnot¥ maximálního toku a tedy i kapait¥ minimálního °ezu.Zjevn¥ kaºdý °ez (S, S̄) v síti N dává mnoºinu c((S, S̄)) hran X = {e ∈ E(G) | e− ∈ S, e+ ∈

S̄}, které odd¥lují u od v.Naopak p°edpokládejme, ºe mnoºina X ⊂ E(G) odd¥luje u od v, a ºe velikost X je nejmen²ímoºná. Neh´ S je mnoºina vrhol· leºííh na estáh z u, které neobsahují ºádnou hranu z X.Z de�nie mnoºiny odd¥lujíí dva vrholy máme t /∈ S, (S, S̄) je tedy °ez v N . Naví pro v²ehnyhrany e ∈ E(G) s e− ∈ S, e+ ∈ S̄ platí e ∈ X, protoºe jinak by muselo být e+ ∈ S, oº je spor.Z minimality X plyne |X| = c((S, S̄)). Minimální kapaita °ezu v N je tedy rovna i minimálnímupo£tu hran odd¥lujííh u od v.


