0.0. DUULILUVORL TURNY

6.3 Booleovské toky

Definice 6.3.1. Booleovsky tok vsiti N = (E, X,Y, ¢) je takovy tok f, pro ktery f(e) € {0,1}
pro viechny e € E(G).

Pozndmka. Booleovské toky se objevuji pfedevsim v kombinatorickych aplikacich teorie toki.
S jejich pomoci je snadné demonstrovat, jak vyznamnym vysledkem je Max-flow Min-cut teorém
(Véta 6.2.6). Mnoho vysledki z teorie grafi je — pifi vhodné zvolené siti, ¢asto s booleovskym

tokem — jejim pfimym duasledkem.

S pomoci booleovskych siti prfedvedeme alternativni dikaz Hallovy véty o parovani v bipar-

titnich grafech (Véta 4.2.1) a Mengerovy véty o souvislosti grafti (Véta 3.2.3).

Hallova véta

Véta. Necht G = (V4 U Vi, E) je bipartiting graf. V G existuje pdrovdni saturujici celé Vi prdve
tehdy, kdyz VT C Vi(IN(T)| > |T)).

Napted zkonstruujeme na zdkladé bipartitniho grafu G sit N(H, zg, yo, ¢):
o V(H)=V(G)U{zo,yo}, kde zg,yo ¢ V(G).
o E(H)={(u,v)|{u,v} € E(G),u € V1,v € Vao} U{(zg,u)|u e Vi} U{(v,y0)]|v € Va}.
e c(e) =1 pro vSechny e € E(H).

Lemma 6.3.2. V siti N existuje tok f s val(f) = |Vi| prdvé tehdy, kdyZ v G ezistuje pdrovini

saturugici celé V7.

Diikaz. <: Necht M je parovani v G (a zarovei v prislusné ¢asti H) saturujici celé V;. Polozme
f(e) =1 pro v8echny e € M a navic f((xg,u)) =1 a f((v,y0)) = 1 pokud u respektive v jsou
M-saturované. Pro v8echny ostatni hrany f(e) = 0. Zfejmé f je tok v N s val(f) = |Vi|.

=: Tok f s val(f) = |Vi| je zjevné maximdalni na N. Podle véty o Celoc¢iselném toku
(Véta 6.2.7) muzeme predpokladat, ze f je booleovsky. Takze péarovani saturujici celé V; zis-
kame tak, Ze do n&j ddme vSechny hrany e = (u,v) takové, pro které u € V1, v € V5 a f(e) = 1.
Podminky na péarovani jednoduse plynou z toho, ze tok je booleovsky a z podminek (T1) a (T2)
na tok. O

Diikaz Hallovy véty. Jak jsme piedvedli jiz v kapitole 4, implikace zleva doprava je trivialni.
Dokézeme tedy pouze smér zprava doleva. Predpokladejme, Ze maximalni tok v N méa hodnotu
mensi nez |Vi| (tj. podle Lemma 6.3.2 v G neni parovani saturujici celé V7). Podle Max-flow

Min-cut teorému existuje v N fez (S, S) s ¢((S, (9))) < |Vi|.
Diky konstrukci sité N (viz Obrazek 6.1) mame

c((S,8) > SNV +[SNN(SNWV)|+ SNV,

a navic

IN(SN VI < |ISNN(SNW)|+ SN V.
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Obrézek 6.1: Dukaz Hallovy véty pomoci booleovské sité

Dohromady

IN(SNW)| < |ISANS NV + SNV +[SNW|=ISN V| < V1] = |SNW|=|SNT].

<¢((8,9))

Podminka z véty neni splnéna pro 7T := 5N V. U

Mengerova véta

Véta. Necht G = (V,E) je orientovany graf, u,v € V, u # v. Pak minimdlni pocet hran

oddélugicich u od v je roven mazimdlnimu poctu hranové disjunkinich cest jdoucich z u do v.

Diikaz. Necht N = (G,u,v,c) je sit s ¢(e) = 1 pro viechny e € E(G). Ziejmé kazd4d mnoZina
hranové disjunktnich cest vedoucich z u do v dava tok hodnoty k z v do v.

Naopak, necht f je maximélni tok v N. Muzeme pfedpokladat, podle Véty 6.2.7, Ze je boole-
ovsky. Na zakladé libovolného booleovského toku f v siti N s val(f) = k miizeme zkonstruovat k
hranové disjunktnich cest z u do v: z vrcholu u jdeme po neoznacenych hranach s f(e) = 1 dokud
nedorazime do vrcholu v. Pokazdé, kdyz projdeme po hrané, tak ji oznac¢ime. Kdyz dojdeme do
v, snizime tok na oznacenych hranich o 1 a sestrojime z nich cestu odstranénim piripadnych
kruznic. Diky vlastnosti toku (T2) cesta musi kontit ve vrcholu v. Hodnota toku se s kazdou
takto sestrojenou cestou snizi o jedna. Maximalni pocet hranové disjunktnich cest je tedy roven
hodnoté maximalniho toku a tedy i kapacité minimélniho fezu.

Zjevné kazdy fez (S,S) v siti N dava mnozinu ¢((S,S)) hran X = {e € E(G)|e” € S, et €
S}, které oddéluji u od v.

Naopak predpokladejme, ze mnozina X C E(G) oddéluje u od v, a Ze velikost X je nejmensi
mozné. Necht S je mnozina vrcholi lezicich na cestach z w, které neobsahuji zddnou hranu z X.
7 definice mnoziny oddélujici dva vrcholy mame t ¢ S, (S, S) je tedy fez v N. Navic pro viechny
hrany e € E(G) s e™ € S, et € S plati e € X, protoze jinak by muselo byt e™ € S, coZ je spor.
Z minimality X plyne |X| = ¢((9,5)). Minimaln{ kapacita fezu v N je tedy rovna i miniméalnimu

poctu hran oddélujicich u od v. O



