O01LAL cv. 5 — Baze a dimenze vektorového prostoru

Informace a pokyny:

1. Potiebné pojmy z teorie: baze, dimenze, standardni baze prostort T, T™" a P,,
disledky Steinitzovy véty, véta o doplnéni LN vektorti na bazi, véta o vybéru baze
z generatoru.

2. Neni-li uvedeno jinak, uvazujeme téleso komplexnich ¢isel T'= C.

Pf. 1 [cviceni] Necht

1 2 1 1 0

- 0 - 1 - 1 - 2 - 1
‘/I"l = 0 ) ‘/BQ - 1 9 3= 1 ) ‘/1:4 - 3 9 5 = 2
—1 0 1 4 3

jsou vektory z C*. Naleznéte néjakou bézi X vektorového prostoru [fl, o, T3, X4, 3?5] A
a poté vyjadrete vektory X1, Zo, T3, T4, T5 jako linearni kombinace vektoru X.

Pf. 2 [cvi€eni] V zavislosti na parametru o € C urcete dimenzi nésledujiciho linedrniho
obalu vektori z C*:

o 1 1 1

1 « 1 1

111 {a]’ |1

1 1 1 a/ |y

Pf. 3 [cviceni] Necht

1 1 3
S |2 . 10 L -1
T = 3| 2 = K 3 — 9 )

4 0 2

jsou vektory z C*. Naleznéte bazi [T, To, #3]), kterd obsahuje

1 2 -1 1

N L -1 - | 3 . 10

(a) vektor Z = | (b) vektory § = HESIREE (c) vektor @ = 5
—6 2 2 3

Pr. 4 [cviCeni] Necht x1,x9, x3, x4, x5 jsou vektory z P. Najdéte bazi [x1,x2, x3, T4, T5]),
pokud pro kazdé t € C plati

3 — 4t 4t 4 213,

5+ 26t — 9t% — 123,

2 — 5t + 8% — 3t3,

2+ 3t — 4% + 13,

z5(t) = 1+ 2t + 3t — 4¢3,
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[cvi€eni] Necht z1, 29,23 € P5. Najdéte a, 5,7 € C tak, aby dim [z1,x9, 23]\ < 3,
pokud pro kazdé t € C plati

x1(t) = 14 4t — 262 + 383 + ¢4,

xo(t) = 2 + 4t — 3% — 263 + 3¢,

z3(t) = o+ Bt 4+ ~yt2 + 11t

[cvideni] Naleznéte dvé baze X' a ) prostoru R* tak, aby nemély zadny spoleény
1 1 1 1
AV 0 1 1 1
vektor, pricemz X bude obsahovat vektory ol 1ol? Y vektory N
0 0 0 1

[cvi€eni] Necht &, o, ¥3, 74 jsou vektory z prostoru C? nad R. Uréete dimenzi a
najdéte bazi [Z1, T2, T3, T4y, je-li

L (3421 . [2-i\ . (344 . [(1-2%
1= g _3i) ™27 \34i)" 7 \1-51) ™7 1431/

—

2

—

y,Z) je bazi V nad T. Naleznéte vSechny
=27+ Z,aZ + ) bézl V.

Necht V je vektorovy prostor nad T'. Necht

(
hodnoty «, pro které je soubor (Z + ay — 2,

Necht V' = (0,+o0), T = R. Pro kazdé ¥ = = € (0,4+00) a ¥ = y € (0,400) a pro
kazdé a € T definujeme

Idy=x-vy, a®T =z

Najdéte bazi a dimenzi V.

1 1 1 -1 10 10
. 22 a7
Necht M C R, M [(1 _1>’<1 1>7<1 0>7<0 1>]>\'

(a) Vyberte bazi M z generétori.

(b) Rozhodnéte, pro jakd o € R lze nésledujici dvé matice doplnit na bazi M. Pro
takova a tyto dvé matice na bazi M dopliite.

(G0 G2

Pi. 11 Necht M C Py, M = [x1, 22, x3, x4]y, kde pro kazdé ¢t € C plati

o) =14+t 4+t azot) =1—t+1%, a3(t) =1+t+13, x4(t) =t

(a) Vyberte bazi M z generatori.
(b) Necht z,y € Py takové, ze

x(t) = 1+ ot +t2, y(t) =1 —at+t* pro kazdé t € C.

Rozhodnéte pro jakd o € C lze polynomy x,y doplnit na bazi M. Pro takové «
tyto dva polynomy na bazi M dopliite.
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Necht V je podmnozina C? slozena z vektorti (% ), pro které plati:

(a) 11 =0V zy =0,
(b) 1+ x9 — 3x3 = 0.
Ktera z téchto mnozin je pii zachovani operaci v C3 (tj. séitani vektor a nasobeni

vektoru komplexnim ¢islem po slozkach) vektorovym prostorem nad C? Vysvétlete a
v pozitivnim piipadé najdéte dimenzi a bazi V.

Z11 T12
21 T22

Necht V je podmnozina C%?2 sloZena z vektort ( ), pro které plati:

(a) z11 + 222 = 1,
(b) x11 + x12 + 21 + 222 = 0.

Ktera z téchto mnozin je pii zachovani operaci v C%? (tj. s¢itani matic a nasobeni
matice komplexnim ¢éislem po prveich) vektorovym prostorem nad C? Vysvétlete a v
pozitivnim piipadé najdéte dimenzi a bazi V.

Necht X; = (i i) , Xo = (:1 8) , X3 = (i :1) jsou vektory z C%2.

(a) Naleznéte béazi [Xl, X, Xg}/\, ktera obsahuje

. 1 -1 . 0 1 -1 -1

i. X= <_1 _1>, ii. Y = (0 Z> alz= <_1 _1>.
(b) Pokud je to mozné, doplitte X1, X, X3 na béazi C?2.
(c) Pokud je to mozné, doplitte X, Y, Z na bazi C>2.

Necht #1, s jsou vektory v R* a necht P je vektorovy prostor, kde

1 3 1 0 1 4 2
P 2 B N N Tt I A I BRI 1
1= 1 9 2 — 3 ) - 1 9 O 9 1 b 4 bl 2
2 1 3 1 -2 3 -1 Y
(a) Je-li to mozné, doplitte vektory &1, F2 na béazi P.
(b) Dopliite vektory &1, 2 na bazi R*.
Necht T1,T9, T3, T4 € V a necht P = [fl,fz,fg,f4]>\,
141 1—1i 0
= 1 , To = 0 , T3 = Re(a) , Ba= 241
i i 2i 1

Najdéte dimenzi a bazi P v zaslosti na a € C, je-li
(a) V =C3 nad C,
(b) V =C? nad R.

Dokazte: Kazdy jednoprvkovy soubor (y), kde y # 0 je ¢islo z télesa T, je bazi vekto-
rového prostoru T nad T'. Zadné jiné baze neexistuji.



Pr. 18 Najdéte nekolik bazi vektorového prostoru C nad R.
Pi. 19 Uvazujme vektorovy prostor V realnych funkci definovanych

(a) na intervalu (0, ),
(b) na mnoziné {kr | k € N}.

Najdéte bazi [f, g]x, je-li f(t) =sint, g(t) = cost.



Reseni tloh

P¥. 1 Béze napt. (I, T2, Z4), potom

T1=1-214+0-To+0-2y,
T =071+ 125 +0- 7y,
U3 = —Z1 + 172+ 0- 4,
Ty =0-21+0 -T2+ 124,
s = %1 — To + 174
Pr. 2 (a) Proa# 1A a# —3 je dim =4,
(b) pro a =1 je dim = 1,
(c) pro a = —3 je dim = 3.
Pr. 3 (a) Béze je napt. (¥,71,72).
(b) Béze je napt. (¥, 7, ¥2) nebo (¥, Z, ¥3).
(c) Béze obsahujici 4 neexistuje.
Pr. 4 Béze je napf. (1, x4,x5) nebo (ze, x4, r5) nebo (x3, x4, x5).
Pf. 5 a=8, 3 =20,v=—13.
1 1 0 0 1 1 -1 0
. N 0 1 0 0 B 1 1 0 -1
Pr. 6 Napi. X = ol Lol 11l 10 a)y= il ol ] o
0 0 0 1 0 1 0 0
Pf. 7 Dimenze je rovna tfem a baze je napt. (¥, Zo, T3).
Pr. 8 Baze pro a # —1 AN a # 3.
Pr. 9 Baze je jakékoliv kladné ¢islo rtizné od jedné dimenze V' je rovna jedné.
. 1 1 1 -1 1 0
prao @ (1 4)-(G07)-601)
(b) doplnit na bazi 1ze zadané vektory pro a = 1
1 0 2 —1 1 0
1 0/°\2 1)/)’\0 1 '
Pr. 11 (a) (z1,z2,23) je baze M,

(b) pro a # 0, (z,y,x3) je baze M.

0 1

1

0 0

. , . / . v 3

(b) V cc C3, proto V je vektorovy prostor, dim V' = 2, baze V' je napt. ((9

. 13 (a) V neni vektorovy prostor, napi. ({§) €V, ale2-(§9)=(39) &V,

(b) V cc C%2, proto V je vektorovy prostor, dim V = 3, baze V je napf.

(G ) (o) (o))

)

. 12 (a) V neni vektorovy prostor, napi. (é) , <§> €V, ale (é) + (1> — ( > ¢V,

1
-1
0

)
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.14 (a) (i) nelze doplnit,

(i) (Y,Z) je baze,
nelze, jsou LZ,
X,Y,Z, (3}3)) je baze C*2.

P = C3, baze napi. standardni

ro Re(a) # 1: baze P = (¥, &2, T3, T4),
pro Re(a) = 1: baze P = (&1, X9, Z4).

ko)

.17

. 18 Napft. (1,i) nebo kazdy soubor dvou nenulovych komplexnich éisel, kde jedno neni

realny nasobek druhého.

. 19 (a) Béze je napt. soubor (f,g).

(b) Béze je napf. soubor (g).



