Vektorovy prostor

Z teorie je tfeba zndt: definici télesa a vektorového prostoru nad T' (pro T' = C hovoiime o kom-
plexnim vektorovém prostoru, pro 7' = R o redlném vektorovém prostoru), vlastnosti vektorového
prostoru plynouci bezprostiedné z definice. Déle je tfeba znat pojmy: vektor, matice, polynom.

1. [evigeni] Necht V je mnozina uspofddanych dvojic redlnych &isel, téleso T = R. Pro kazdé

a € R akazdé ¥ = ( 1 > eV, y= < o1 ) € V definujeme:
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Je V' s takto definovanymi operacemi vektorovym prostorem nad R?
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2. [cviéeni] Nechf V je mnozina kladnych redlnych ¢isel, tj. V = {@ > 0 | z € R}, téleso T' = R.
Pro kazdé o € R a kazdé Z,§ € V (tj. T = « > 0,4 = y > 0) definujeme Z O § = xy a
a® X =z JeV s takto definovanymi operacemi vektorovym prostorem nad R?
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3. [cviéeni] Necht V je podmnozina C? slozend z vektorti | xa |, pro které plati:
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(e) z1 + 2 =1,

(f) 1 =29 Ny # 23,

(g) vsechny slozky jsou redlné,
(h) z1 = x9,

(i) 1 # @2,

(j) w1+ 223 =0,

(k) 1 +2z3 = 1.

Kterd z téchto mnozin je vektorovym prostorem nad C pii zizeni operaci z C* na V (tj.
s¢itdni vektoru a nasobeni vektoru komplexnim ¢islem po slozkédch)?

4. [cvi€eni] Necht V je podmnozina R*? tvorend

(a) tzv. symetrickymi maticemi, t;.
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(b) tzv. diagondlnimi maticemi, tj.
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Zjistéte, zda V je vektorovym prostorem nad R pii ztzen{ operaci z R%2 na V (tj. séitan{
matic a ndsobeni matice redlnym ¢islem po prveich).

5. [cviéeni] Necht P je mnozina polynomi s operacemi definovanymi bodové, tj. pro kazdé
a € C a kazdy polynom z € P a y € P definujeme:

(x®y)(t) =x(t) + y(t) a (@ z)(t) = ax(t) pro kazdé t € C.

Vime z prednasky, ze P tvoii vektorovy prostor nad C. Kterd z nasledujicich mnozin tvoii
pii zuzeni operaci z P vektorovy prostor nad C?

6. Uvazujme mnozinu V realnych posloupnosti s operacemi definovanymi po élenech, tj. necht
a = (ap)nen a b = (bp)nen jsou realné posloupnosti a o € R, pak definujeme:

a®b=(an+bu)nen a a®a=(aan)nen.

Dokazte, ze V je vektorovym prostorem nad R.
Daéle dokazte, ze pii ztizeni operaci z V na danou podmnozinu (tj. s¢itdni posloupnosti a
nésoben{ posloupnosti redlnym ¢islem po ¢lenech), plati:

(a) Podmnozina tvorend posloupnostmi s prvnimi deseti ¢leny nulovymi tvoii vektorovy
prostor nad R.

(b) Podmnozina tvofend posloupnostmi s prvnim ¢lenem nenulovym netvoii vektorovy pro-
stor nad R.

(¢) Podmnozina tvofend posloupnostmi s koneénym poc¢tem nenulovych ¢lenu tvoi{ vekto-
rovy prostor nad R.

(d) Podmnozina tvorend posloupnostmi s nekoneénym poc¢tem nulovych élent netvor{ vek-
torovy prostor nad R.

(e) Podmnozina tvorend posloupnostmi s nulovou limitou tvoi{ vektorovy prostor nad R.

(f) Podmnozina tvorend konvergentnimi posloupnostmi s nenulovou limitou netvoii vekto-
rovy prostor nad R.

7. Uvazujme mnozinu V redlnych funkei definovanych na intervalu (a,b), kde a,b € R, s opera-
cemi definovanymi bodové, tj. necht f,g € V a necht o € R, pak definujeme:

(fegt)=Ff)+gt) a (aof)(t)=af(t)  prokazdéte (a,b).

Dokazte, ze V je vektorovym prostorem nad R. Déle dokazte, ze pfi ztizeni operaci z V na
danou podmnozinu (tj. séitdni funkef a ndsobeni funkce redlnym ¢islem bodoveé), plati:

(a) Podmnozina tvofend omezenymi funkcemi tvoii vektorovy prostor nad R.

(b) Podmnozina tvofend funkcemi s tzv. koneénym nosicem, tj.
{f : (a,b) = R | existuje konecnd X C (a,b) takova, ze f(z) =0 pro kazdé x € (a,b) \ X},

tvori vektorovy prostor nad R.

(¢) Podmnozina tvofend polynomy s redlnymi koeficienty tvoii vektorovy prostor nad R.



Vysledky: Vektorovy prostor

1. Neni vektorovy prostor.

(a) Neplati napi. axiom o nésobeni jednickou.

(b) V prostoru neexistuje nulovy vektor.
2. V je vektorovy prostor nad R.
3. Staci provéfit uzavienost. Vektorové prostory nad C jsou (b), (d), (h), (j)-

4. (a), (b) Jsou to vektorové prostory. Staéi provéiit uzavienost, protoze R??2 je vektorovy
prostor nad R.

5. (a), (b), (d) jsou vektorové prostory. Staci provérit uzavienost.

6. Pro V je tieba provérit uzavienost vué¢i operacim i axiomy. Pro podmnoziny sta¢i provérit
uzavienost.

7. Pro V je tieba provéfit uzavienost vicéi operacim i axiomy. Pro podmnoziny staéi provérit
uzavrenost.



